Corrigé du DM n°10

On rappelle que la série géométrique de terme général ™ est convergente pour x €] — 1;1[; et que

+oo 1
S(x) = Zz” =1—=
n=0

La fonction S ainsi définie sur | — 1, 1[ est de classe C™ et, pour tout k € N, S*) est définie sur | — 1, 1[ par

+oo k!
k _ n—k __ N
n\ _n(n—1)..(n—k+1)
1. On a <k) = X donc
k S Xnn—1)..(n—k+1 =
P80 Sl k1) S ()
(1 — x)ktt k! — k! — k
2. Soit p €]0, %[ Dans un pays, la probabilité qu'une famille ait exactement n enfants est notée g, et pour n € N*
_1.
qn = 2]7 .

1
De plus, la probabilité, & chaque naissance, d’avoir une fille (ou un gargon) est 3

(a) On considere les événements
A ="une famille a au moins un enfant” et B,, ="une famille a n enfants”.

On a alors
+o0o
A= B,
n=1
Par union disjointe, on a
400 “+o00 “+o0o 1 1 400
=P(A) = P(B,) = " = —p" == "—1] =
q();();q ;21927;17

(b) On a alors
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(¢) On note Y le nombre de filles d’une famille.
Soient n € N*, on considére une famille de n enfants, Y compte alors le nombre de succes (avoir une fille) en n
expériences de Bernoulli identiques et indépendantes. Donc Y suit une loi binomiale de parametres (n 1).

)
Si k € [0,n], la probabilité que cette famille ait k filles est donc

0 sin<k,
Conclusion : |Pp, (Y =k) =1 /n\ /[1\" )
v\ 3 sin>k

(d) Soit k € N*. (By,),,cy est un systeme complet d’événements donc

+o00 k—1 “+00
P(Y=k) =Y Pg, (Y=KP(B,) =) 0+> Pg (Y =FkP(By)
n=0 n=0 n=k

et commen>k>1et ‘g‘ < 1 les probabilités sont données par :
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(e) On sépare n = 0 des autres termes :

—+o0
P(Y=0) = Y Pp, (Y =0)P(B,)
n=0
—+ o0
= Py, (Y =0)P(Bo)+ Y _ Pp, (Y =0)P(B,)
n=1
—+o0 n
1\"1
= 1 —_ —_pn
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- q°+2n_0(2> "2
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1/2-3p 2
= = 1
2<1—p+2—p )
1 4—7p+2p?

2(2-p)(1-p)

Conclusion : [P (Y =0) = =

Exercice facultatif.

Soit p un entier naturel fixé. Pour tout entier naturel n non nul, on pose

1

Up = W
n

1. Sip=0,0na

Up = — = 1.
()
Donc la série diverge, car le terme général ne tend par vers 0.
Sip=1,ona
1 1

1
U = Y S e

or la série de Riemann g — diverge, donc d’apres le critere de comparaison par équivalence, g u, diverge.
n>1 n>1
On suppose dans toute la suite que p est supérieur ou égal a 2 et on pose

2.(a) Comme 0 <n<mn-+p,ona

Donc

n+p+2

(ntp+2)!
(n+2)!p!

pl(n+ 1) (n+2)(n+p+2)
m+p+ 1) (n+p+2)
B (n+1)!p!
= )
= (n+2)unm1

(n+p+2)upte =
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(b) Pour n € N*, soit P, la proposition : 7S,, = p—] I-—Mm+p+1)un1)”.

Initialisation : Pour n =1 on a

1 1 1 2
S — Ur = U1 = = et Uy = =
' ,; YT 1+p )\ I+p T 24p\ @C+p)(1+p)
1 2
donc
1 1 2 1 p—1 1
—— 1 -(1+p+1Du = —(1-(p+2 = = =9
po1 - AFpthun) p1< v )@+pﬂl+m> p—11+p 1+p

Donc P; est vraie.
Hérédité : On suppose P, est vraie pour un n € N* fixé. Montrons que P,,11 est vraie.
D’une part,

1 1
E(lf(n+1+p+1)un+2) = E(lf(n‘i’pﬁLQ)un—kQ)
1
= E(l — (n+2)un+1)

D’autre part,

Sn-l—l - Sn + Un+41
1
= (I—=(n+p+1)upt1)+ unt1 (par hypothese de récurrence)
p—
1
= o1 (I=m+p+Dunpr+(p—1) uny1)
1
= ] (1—(n+2)ups1)
d’ou ’égalité. Donc P,, 41 est vraie.
1
Conclusion : |Vn € N*, 5, = 7 1-=(Mn+p+1)up1)
p—

3. (a) On calcule la différence pour n € N*

n+p+1 n+p
Un+1 —Unp = -
n+1+4+p n+p
n+1 n
_ (+p+(n+lp!  (n+p)nlp!
(n+p+1)! (n+p)!
pln!
pln!
BCET R

donc la suite (v,) est décroissante.
(b) Comme (v,) est une suite de termes positifs, elle est décroissante et minorée par 0. Done, d’aprés le théoréme
de la limite monotone, (v,) converge vers une limite ¢ > 0.
(¢) Comme v,11 — ¥, alors
n—-+oo

m+p+1)upi s 1

—+00
Donc 1 1
Sn:Ejiﬂ—%n+p+nuwﬂn:zm;jiﬂ—é)

Donc la série de terme général u,, converge et

= 1—¢
g;%‘jfﬁ‘

4. On suppose dans cette question seulement que ¢ # 0. (cela permet de diviser par % )
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(a) On calcule la limite du quotient en faisant apparaitre la quantité connue (n + p) u,

Up _ (ntpu, n (nt+pu, 1 v, 1 o
£ N 14 n+p ¢ L+p/n £ 1+p/nnsr+too

l
Donc u,, ~ —
+oo n

14
(b) Comme la série de Riemann de terme général — est divergente, d’apres le critére de comparaison par équivalence,
n

la série de terme général u,, diverge également. On obtient donc une contradiction avec la troisieme question.

5. ¢ ne peut pas étre non nul, donc £ = 0. On peut donc calculer la somme de la série de terme général u,,

n—i.
n=1 p_l



