Corrigé du DM n°3

1. Pour une manche, C gagne est 1’événement contraire de A gagne ou B gagne. Donc comme A et B ne peuvent
gagner en méme temps (7 A gagne” et ” B gagne” sont disjoints)

P(C gagne) =1 —P (" A gagne” U "B gagne”) = 1 — P(A gagne) — P(B gagne) =1—2p

2.(a) On a:
GAy =A1NAy, GBy=B1NBy et GCy=C1NCs.
Ainsi P(GA3) = P(A;) - P4, (As2) le conditionnement indiquant que le jeu continue.
P(GAQ) = p2.
De méme
P(GBs) = p? et P(GCy) = (1 — 2p)2.

(b) On note
T = ”le jeu comporte au moins trois manches”

T n’est réalisé que si ni GAs, ni GBs, ni GC5 ne le sont, on a :

P(T) = P (GA2 NGBy N GCQ) =P (GA2 UGBy U GCQ)
1-P(GA2 UGBy UGCs) =1 —-P(GAs) — P(GB3) — P(GC3) (réunion disjointe)
= 1-20°—(1-2p)?=1-2p> — 1 +4p—4p* =4p — 6p> = 2p - (2 — 3p)

(¢) GAs n’est réalisé que si A gagne les deuxiémes et troisiémes manches, mais pour que le jeu ne s’arréte pas
avant, il ne doit pas avoir gagné la premiere.

GAs = (B1UC1)NAaN As
donc d’apres la formule des probabilités composées
P(GA3) = P(B1 UCY) - Pp,uc, (A2) - PB,uc,)na, (43)
(le conditionnement spécifie ici que les manches ont bien lieu) Ainsi comme B; et C; sont disjoints
P(GAs) = (P(B1) + B(C1)) x pxp = (p+1—2p)p* = (1 - p)p*.

3. (a) On a facilement
ur =P(JA1) =p, v =PB)=p, wi=PJC1)=1-2p

Pour que le jeu continue apres les deux premieéres manches, A ne doit pas avoir gagné deux parties successives
JAs = AN (Bl U Cl)

Ainsi
Ug = ]P)(JAQ) = ]P(Bl U 01) 'PBlLJCl (AQ) = (1 —p) - p.

De méme
va=P(JB2)=(1—=p)-p et we=P(JC2)=2p-(1—2p).

(b) Si A gagne & la n + 1°*™¢ manche alors A ne peut pas avoir gagné a la n**™¢ manche pour que le jeu continue
JAp41 = A1 N(JB,UJC)
Le conditionnement qui suit se traduit par le fait que la n 4+ 1°*™¢ manche a lieu.
P(JAp+1) =P(IB,UJC,) -Pyp, uic, (Ant1)
D’ou comme JByet JC,, sont disjoints :
Unt1 = P(JAn 1) = (P(JBn) + P(JCp)) -p=p- (vn + wy)
et de méme :
P(JBni1) =p- (P(JA) +P(JCp)) et P(JCny1) = (1=2p) - (P(JAn) + P(JBy))

Cette égalité se vérifie facilement par récurrence. D’ou

Wpt1 = P(JChry1) = 2(1 — 2p)P(JA,) = 2(1 — 2p)uy,.



(¢) On a pour tout entier n > 1 :

Upyo =P (Vg1 +Wni1) =P (Unp1 +2(1 = 2p) - up) = p-Unp1 +2p- (1 —2p) - up.
On obtient ainsi une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
4. On suppose a présent que p = 0,2

(a) On a donc
Upto =0,2 upy1+2-0,2-(1—-2-0,2) - up =0,2- upy1 + 0,24 - u,.

Cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants a pour équation caractéristique :
22 -0,22-0,24=0

Le discriminant est
A=0,224+4-0,24=0,04+0,96=1

Les racines sont

a= =-0,4 et p= =0,6
On a donc pour n € N*
up =a-(—0,4)" +b-0,6"

De plus, a et b sont solutions de :
uy =a-(—0,4)" +b-0,6"
us = a- (—0,4)> +b-0,62

Comme u1 =p=0,2etug=(1—p)-p=0,2-0,8=0,16 on a donc :

{ 0,2=-0,4-a+0,6-b { 0,2=-0,4-a4+0,6-b @{ a=(-0,2+0,6-b)/0,4=0,04/0,4=0,1

0
0,16 =0,16-a+0,36- b 0,24 = 0,60 - b b=0,24/0,6 = 0,4

Ainsi pour tout entier n > 1 :
up, =P (JA,) =0,1-(-0,4)" +0,4-0,6".
(b) On a alors
wy, =P(JC,) =2(1 —2p)P(JA,—1) = 1,2 (O, 1. (—O,4)n_1 +0,4- 076"_1) =0,8-0,6"—0,3-(—0,4)"

(¢) Le jeu n’est pas achevé a l'issue de la n*“™¢ manche si et seulement si JA,,, JB, ou JC, sont réalisés.

Sa probabilité est donc :
P(JA,UJB,UJC,) = P(JA,) +P(JB,)+P(JC,)
= Up + Uy + Wy
= 2.(0,1-(—0,4)" +0,4-0,6")+0,8-0,6™ —0,3-(—0,4)"
1,6-0,6" —0,1-(—0,4)"
Comme |—0,4| < 1 et |0,6] < 1, alors

P(JA,UJB,UJC,) —s 0.

n——+00

Donc la probabilité que le jeu ne s’arréete jamais est nulle.

Exercice facultatif.

PARTIE I. Un jeu en ligne.

La société Lehazard met a la disposition de ses clients un nouveau jeu en ligne dont la page d’écran affiche une grille
a trois lignes et trois colonnes.

Apres une mise initiale de 2 euros du joueur, une fonction aléatoire place au hasard successivement trois jetons ()
dans trois cases différentes. La partie est gagnée si les trois jetons sont alignés. Le gagnant empoche 10 fois sa mise, ce
qui lui rapporte 18 euros a l'issue du jeu. Dans le cas contraire la mise initiale est perdue par le joueur.

A|B|C
1| %
2 %
3 *

On définit les événements H, V, D, N par :



: < les trois jetons sont alignés horizontalement .
: < les trois jetons sont alignés verticalement .

: < les trois jetons sont alignés en diagonale >.

: < les trois jetons ne sont pas alignés >.

|
zZo <

1. Les positionnements sont déterminés par I'ensemble (sans ordre) des 3 positions distinctes parmi 9.

9 9.8.7
Conclusion : |1l y a donc (3) = =34 -7 = 84 positionnements possibles.

3-2-1
2. (H) est formé de 3 positionnements : ligne 1, 2 ou 3, les positionnements étant équiprobables donc P (H) = 834
(V) est formé de 3 positionnements : colonne A, B ou C, donc P (V) = 8%
(D) comporte 2 diagonales : donc P (D) = %

3. (H,V,D, N) étant un systéme complet d’événements,

8 ) 2 19
84 21 21

19
Conclusion : |P(N) = T 0.9048

4. La société peut s’attendre a 10 000 relances par jour de ce jeu.

(a) Pour chaque entier naturel ¢ non nul. on note Z; le gain de la société a la i€ relance.

seme

Lors de la ¢ relance, la société peux gagner 2 euros ou en perdre 18 sinon.
Donc la variable aléatoire Z; a pour univers image Z; (Q) = {2, —18}. La loi de Z; est

P(Zi=2)=P(N)=y o P(Z=-18)=-
donc E(Z,)_QP(Z<—2)—18[?(24__18)_2&_183_38—36_2
v L L - 721 21 21 21
Conclusion : E(Zi):%:OJ

(b) Le gain journalier Z est la somme des gains & chaque relance donc

10000 2
7z = Z; d E(Z) = 10000 — ~ 1
; ; donc (Z) = 10000 - ~ 1000

Conclusion : | En moyenne, la société gagnera approximativement 1000 euros par jour.

PARTIE 1I. Cas de joueurs invétérés.
1. Un Joueur décide de jouer 100 parties consécutives que ’on suppose indépendantes.

(a) X est le nombre de parties gagnées en 100 parties indépendantes, la probabilité de gagner chacune étant de

2 2
TR On effectue ainsi 100 expériences indépendantes avec une probabilité de succes de BTR ainsi

Conclusion : | X — B (100 2 )

) 21

(b) On peut donc facilement conclure que
200 219 200-19
1 N = — = ——1 = —_—
Conclusion : | E (X) 51 et V (X) 5191 0 512
(c) En 100 parties effectuées, X sont gagnées (gain de 18X euros) et 100 — X perdues (perte de 2 (100 — X) euros).
La perte totale est donc T'= 2 (100 — X)) — 18X = 200 — 20X.
Conclusion : ‘ T =200 - 20X ‘

On peut compter différemment : il mise 200 euros et regoit 20 euros par partie gagnée donc 20X euros.

2

2. Avec n parties au lieu de 100, on a X < B (n, 57). On considere 'événement

U = < gagner au moins une partie >



U est I'événement contraire de [X = 0], or

0= ()(2) (2 - (2)

n
) . Déterminouns le plus petit n pour lequel P (U) >

19\" _ 1 19\" 1
=]1—( — > — — < —
P(U)=1 (21> 2<:><21> <3

19

Donc P(U)=1— <21

Conclusion :| 1l faut jouer au moins 7 ou 8 parties pour que la probabilité de gagner au moins une partie soit
supérieure & 50%

PARTIE III. Contréle de la qualité du jeu.

On constate que, parfois, la fonction aléatoire est déréglée. Dans ce cas, elle place le premier jeton dans la case (A, 1),
les deux autres étant placés au hasard dans les cases restantes. On note A I’événement « la fonction aléatoire est déréglée >
et on pose P (A) = x avec x € ]0,1[.

1. Sachant A, les positions sont déterminées par la seule combinaison des 2 autres positions parmi les 8 restantes.

8 8.7
Il y a donc <2) = —— = 28 positionnements possibles et équiprobables.

2.1
H est a présent réduit a la ligne 1, V a la colonne A et D a la diagonale descendante.
1
Conclusion : |Pa (H) =Pa (V) =Pa (D) = %
. L 3 25
2. Avec la question précédente, on a donc Pa (N) =1 — 28— 28"

Sachant A, I'expérience se fait dans les conditions de la partie I (le premier jeton est placé aléatoirement) et les

probabilités sont donc celle de la partie I :
19

Px(N) =57

(A,Z) est un systeme complet d’événement donc

P(N) =Px (N) -P(A) +Pa(N)-P(A)

25 19
—x%—i-(l—x)ﬁ

25 19

= _— 1— —_—

gt

25-3-19-4 19
3.4.7 o1

__r .

84 21
. g . : o . s z 19
Conclusion : | La probabilité que les jetons ne soient pas alignés est égale a P (N) = 31 + o1

3. Soit G la variable aléatoire égale au gain réalisé par la société de jeu lors d’une partie jouée. La variable aléatoire
G a pour univers image G(£2) = {—18,2}. La loi de G est donnée par

19 _ 19
IP>(G:2):IP>(N):—814+ﬁ ot IP’(G:—IS):IP’(N):1—IP(N):1+8£47£

Donc

E(G)=2P(G=2)— 18P (G = —18)

x 19 T 19
2<S4+21>18<1+8421>
—f@x+£
Y 21

4



Par conséquent

2
Conclusion : | Le gain moyen est positif si, et seulement si z < 3

4. On joue une partie. On constate que les jetons sont alignés. Sachant N, on cherche & connaitre avec quelle probabilité
la fonction aléatoire a été déréglée. On cherche donc & calculer Py (A). D’apres la formule de Bayes :

P(ANN) P(A)Pa (N)
Py (A) = _ = -
P (N) P (N)
_ x-% _ x-% _ 9z
I-(-&+x) =t+&g «+8

Conclusion : | Si les jetons sont alignés, la fonction aléatoire a été déréglée avec une probabilité

T+




