Corrigé du DM n°6

ex

€2I+1
1. (a) On a pour tout réel = : si x € Dy, —x € Dy et

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

e 1 z
(& T o € -
f(—x)_€72z+]._e%—f—l_l-l-ezz_f(m)
Donc f est paire.
(b) f est dérivable sur R
Fl) = e” (6295 + 1) — e%e229 _ et — 3%
(€2 +1)° (€2 +1)°
e’ 2x
= o 5 (1—¢™)
(e2* 4+ 1)
x —00 0 ~+00
1—e2® + 0
[ (x) + 0 -
flz) 10 S5 N O

fn —oo: f(#) = Sy oo

En +o00, on a par symétrie f (x) - 0.
Tr—r+00

(¢) On étudie les variations de la différence : g () = f (x) — x. g est dérivable sur R et ¢’ (z) = f' (z) — 1.
Sur R™,ona f(z) >0donc f(z) >z et f(x) =2z n’y a pas de solution.
Sur RT, on a f’ (z) <0 donc ¢ (z) < 0.
On a donc g qui est continue et strictement décroissante sur RT, donc g est une bijection de Rt dans

| tim_o(o).0(0] =1-00,1/21

Comme 0 € |—o0,1/2], alors d’aprés le théoréme de la bijection I'équation g (z) = 0 a une unique solution ¢
sur RT.

Conclusion : ‘ L’équation f (¢) = £ a une unique solution ¢ sur R. ‘

(d) g(1/2) = f(1/2) —1/2 <0 donc g (0) =1/2 > g (¢) > g (1/2) et comme g est strictement décroissante sur R
et qu’ils en sont éléments.
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Conclusion : |0 < /¢ < 3

(e) Pour x <Oona|f (x)] = f(x)et

|f/( . . e — e3¢ B er B et — 3T _ o (62$ + 1)
i = 2z 2 14e2 2 2
(e2* +1) +e (2 + 1)
B 2631 0
(2o +1)* ~
Pour 2> 0 on a |/ (2)] = —f' (x) et
|f/( )|_ = — e — e _ e’ _ —6w+63x e’ (621'—1-1)
- )=t Sl
(1) e @+ 1)
o —2e” <0
(e2z +1)* ~

Et comme f est maximale en 0, on a bien

1
Conclusion : | pour tout z € R, |f'(z)] < f(z) < f(0) = 3

2. On définit la suite (u,)nen par :
Uy = 0 etVne N, Un+1 = f(un)
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(a) Pour n € N, on définit la proposition P(n) : "u, € [0,1/2].”
Initialisation : uy = 0 donc ug € [0,1/2], P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothése de récurrence, u, € [0,1/2], alors, d’apres la question 1.(c), on a f (u,) € [0,1/2].
Donc u,41 € [0,1/2], P(n + 1) est donc vraie.
Conclusion : ‘Pour tout n € N, w,, € [0,1/2]. ‘

(b) f est continue sur [0,1/2] et dérivable sur U'intervalle ]0,1/2[. De plus, d’apres les précédentes questions, u,, €

1
[0,1/2], 1 €[0,1/2] et | f' (z)| < 5 pour tout = de [0,1/2]. Donc, d’apreés I'inégalité des accroissements finis

1 () = £ (O = s — £ < Slun — 4

1
Conclusion : | Pour tout n € N, |up41 — €] < §|un — 4.

1
(¢) Pour n € N, on définit la proposition P(n) : ”|u, — £] < LES J
1
Initialisation : |ug— (| =(< 1 = 2051 P(0) est donc vraie.

Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.

1 1 1
D’apres I'hypothese de récurrence, |u, — ¢] < pYEs) alors, |up41 — £ < §|un ) < PETESE P(n+1) est donc
vraie.
. 1
Conclusion : | Pour tout n € N| |u,, — £] < PYESE

)n+1 — 0 et par encadrement |u, —¢] —> 0 et donc

(d) Alors comme |4| <1ona (3
n—+o0o n—+00

2

Conclusion : ‘la suite (u,) converge vers /. ‘

1
(e) u, donnera une valeur approvchée de ¢ & 1073 pres si |u, — £] < 1073 ce qui sera réalisé si onFT <1073

import math
u=0
p=1/2
while p>10**(-3)
p=p/2
u=math.exp(u)/(1+math.exp(2*u))
print (u)

Exercice facultatif.
On considere, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0, +oo[— R définie pour tout z € [0, +o0[, par :

(—l)kl‘k 2 _l,2n—1 xQn

2n
X
Pn - — = — —_— _
()= i S R s L

I. Etude des fonctions polynomiales P,

1. Pour £ > 1 on a pour tout z € R : (ack)/ = kz*=1 donc

f 2n kkxk 1 2 k k—1 s 7
P (x) = Z = Z (=1)"x réindexé h =k — 1
k=1
2n—1 2n—1
— Z h+1 h _ _ Z (—Qf)h
k=0 k=0
( ) _ 2n -1

= = — 1
T 1 car — T #

2. P! est dusigne de 2°" —1 et comme 2n > 0 la fonction z — 2?" —1 est strictement croissante sur RT (et strictement
décroissante sur R~ puisque 2n est pair) donc

T 0 1 +o00

2 —1 - 0 +

P! (x) - 0 +

P, (z) 0 N P, (1) /S 4
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en +ocoon a :

2 7$2n71 x2n

Xz
Po(a)=—z+2 4. 42 T g
n(@) = —rdk e T g = (

Loy Ly
— = .. -4+ = 00
g2n—1 = 9 g2n-2 n—1x 2n) z—4oo

3. Comme P, (0) = 0 et que P, est strictement décroissante sur [0, 1] alors P, (1) < P, (0) =0
4. (a) Pour tout n € N* et tout = € [0, +o0[ :

2(n+1) (_1)k$k 2n (_1)k$k (_1)2n+1x2n+1 (_1)2n+2x2n+2

P, = =
+1(2) ; ];1 k * 2n +1 * 2n + 2

1 T
— Pn 2n+1 [
(@) +o 2n—|—1+2n—|—2

(b) On a donc en particulier pour xz = 2 :

1 2
Pn 2) = Pn 2 22n+1 _ e
+1(2) @)+ i+l 2n2

Et comme — >0, Ppy1(2) > Py(2) la suite (P (2)),,cn- est alors croissante.

1 + 2 — n
2n+1 2n+2 (2n+1)(n+1)
Comme de plus P; (2) = —% + % =1 > 0 alors pour tout entier n >1: P, (2) > P, (2) >0
5. P, est continue et strictement croissante sur [1, +oo[ donc bijective de [1,+oo[ dans [P, (1), +oc]
On utilise alors le théoréme de bijection : P, (1) <0 < P, (2) donc 0 € [P, (1), P, (2)].
Donc I’équation P, (z) = 0 a une unique solution sur [1, +oo[ et x,, € |1, 2].

II. Limite de la suite (x,)nen+

2n __ 1
1. On a vu précédemment que pour tout n € N* et x > 0: P/ (z) = z 1 P, est donc la primitive qui s’annule
x
2 —1
en 0 det— :
t+1
[E5ta = mwk=rw- o
= n =Ip\T)— Iy
o t+1 0

Tn t2n -1
= 0. Par la relation de Chasles

2. Pour tout n € N* on a P, (z,,) = 0 donc /
o t+1

1 42n xT 2n
e —1 met —1
/ dt—l—/ dt =10
o t+1 L t+1

Tn 420 _q 1t2n_1 11—t2n
/ a—- [ a— [ i
L i+l y t+1 o t+1
3. On étudie les variations de la différence : Soit f,, (z) = t>" — 1 —n(t? — 1). f,, est dérivable sur R et
fh(t) =2nt?""1 — 2nt = 2nt ("2 - 1) .
et pour n > 1 on aura 2n — 2 > 0 donc si ¢ > 1 alors t2"72 > 1 d’ou f/, (t) >0

Donc pour n > 1, f, est croissante sur [1,4+o0].
De plus f, (1) = 0, donc pour tout t € [1,4+o00[ : frn (t) >0 et

d’ou

2" —1>n(t* - 1)

4. On a alors tout n € N* et pour ¢t > 1
2" —1 _n(t?-1)
>
t+1 — t+1

comme 1 < z,, (bornes de 'intégrale croisssantes)

g2 0o (#2 1) @ t—1)2]"
> v = — 1) dt =
/1 o dt > /1 o dt /1 n(t Ydt=n 5

1

n(z, —1)°
- 2



que l'on réintroduit dans I’équation de la question II.2. pour obtenir :

n(xn—1)2</11—t2" gt
~Jo

2 t+1

intégrale que ’on majore & nouveau par 1 — t2® < 1 d’ou (bornes croissantes)

/11_t2n dt</11dt—[1 (t+ 1))} = 1n(2)
0 “Jo t+1 " o=

t+1

d’ou finalement :

2
0 < %gln@)
2In2
0 < (zp-1)2<22
n

:

2In2
Vn

5. Et par encadrement x,, —1 — 0 et donc x,, — 1 quand n — 400

0 < z,—-1< carx, —1>0ett— \/i est strictement croissante sur Ri.



