Corrigé du DM n°7

1. (a) f est dérivable sur R et

flx)=m+1)z" +nz" = (n+1)z"? <x + n:L_ 1)

Si n est pair, on a alors n — 1 impair et le signe de f’ est alors :

x fnL_H 0
ikt — - 0 +
z+n/(n+1) - 0 + +
/() + 0 - 0 +
(=) +oo
f (@) / hS e
—00 0

Si n est impair, on a alors n — 1 pair et le signe de f’ est alors :

T —RL_H 0

an ! + + 0 +

z+n/(n+1) - 0 + +

f(x) — 0 + 0 +

400 400
f(2) S0 7
7 (=)
(b) Si n est impair, on a d’apres le sens de variation, f (— :L_ 1) <f(0)=0<2
n

n n n+1
n n n n n
Si t ',7<1d — =\ — <1"et | ——— <0d —_— ] <2
11 est palr n1 ODC( n+1> (n+1) € ( n+1> OHCf( n+1>

(c) f est continue et strictement croissante sur [0,4oc[ dans [0,4o00[,donc d’apres le théoréme de la bijection
monotone, 'équation f (z) = 2 a une unique solution sur [0, 400 : z =1 (car f(1) = 2).
n
n+1

e Sin est pair : d’apres les variations de f et f <— > < 2,1l n’y a pas de solution sur |—o00, 0] et elle a
donc & = 1 pour unique solution sur R.

n
e Sin est impair : f est continue et strictement décroissante sur } —00, 4—1} dans [f( ), +00 [, donc
n

n
n+1
. Comme f(—nLH) < 2, d’apres le théoréme de la bijection monotone, 1’équation f(x) = 2 a une unique

solution sur |—o0, S . De plus, d’apres les variations de f, elle n’en a pas sur —L,O . Elle a
n+1 n+1

donc deux solutions : v < 0 et 1.

2. (a) SoitP:(i ;)
1 1 1 1 1 0 0
ar=rre(0)(y)=(0)(53)
1+ 14+y \ (0 2 l1+z2=0 14y=2 rz=-1
(:)(14-93 1+y>_<0 Qy)(:){l—ka::() 1+y=2y <:){ y=1
DoncP(_} 1)

(b) On trouve P~! en posant le systeme PX =Y. Ainsi P est invarsible et P~! = % ( L _1 )
Comme A - P = P - D, en multipliant & droite par P~! on obtient
A=A-P.-.Pp'=p.D.-P!
et en multipliant & gauche par P!

D=P'.P.D=pP1.4.P
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3.(a) Si X"t 4+ X" = A alors
X4 Xr"=Aes Pt (X" 4+ X")P=P-A-P!
spt.x".pyrpt. X" P=D& (P 'XP)"" +(P'XP)"=D
Donc en posant Y = P71 X P, Y est solution de (E).

(b) Soit Y une solution de (EJ). On pose Y = ( Z Z )

i. SiY est solution de (E/) alors Y™™ + Y™ = D donc

DY=@""+Y").Y=Y""?4+y" =y . (y""+Y") =Y D
ii. Comme YD = DY alors

(e a)(o2)=(oa)(ea)=(o2)=(a u)

doncec=0etb=0

iii. Donc Y = < g d ) est diagonale, on connait donc ses puissances : Y = < aO ;n ) et
n+1 n n+1 n __
n+1 n_ a +a 0 (0 0 a +a" =0
Y +Y D<:>( 0 dn+1+dn><0 9 = d7l+1+d7lz2
Or a"™! +a"™ = a" (a + 1), donc la premiere équation a pour solutions a = —1 et a = 0.

iv. La seconde équation a pour unique solution d = 1 si n est pair et pour solutions d = a et d = 1 si n est
impair.
On a donc

e Si n est pair, on a 2 solutions pour (E/) et donc 2 solutions pour (E,) via le changement de variable
X =pryp!

e Sin est impair, on a 4 solutions (4 valeurs possibles pour le couple (a,d)) pour (E}) et donc 4 solutions
pour (E,).

(c) L’équation z* + 23 = 2 est I'équation (E3). Comme 3 est impair, cette équation a donc 4 solutions :

_ 1 11 a 0\1/1 -1\ 1 a+d —a+d
X=Frrp —(1 1)(0 d)2 1 1)72\ —a+d a+d

Comme a = —1 ou 0 et d = o ou 1, ’'ensemble des solutions de (Fs3) est donc
0 1 1/1 1 1/ -1+a -1+« ¢ 1/la a
1 o) 201 1) 2\ 1+4a 1+a) @ 2 a «

Exercice facultatif.

Partie 1
1. On a:
1—-2a a a 1-2b b b
M(a).M(@®) = a 1—-2a a b 1—2b b
a a 1-—2a b b 1-2b
1—2b—2a+4ab+ 2b a+b—3ab a-+b—3ab
= a—2ab+b—2ba+ab 1—2(a+b—3ab) a+b— 3ab = M(a+b— 3ab)

ab+ a —2ab+ b — 2ba a+b—3ab 1—-2(a+b— 3ab)

2. On cherche l'inverse de M (a) sous la forme de M (b). Comme M (0) = I, il suffit d’avoir M (a) M (b) = M (0)
donc
a+b—3ab=0b(1-3a)=—a<b=—-a/(1—-3a) sia#1/3

Donc sia# 1/3 onab=—a/(1—3a) qui est solution. Donc avec cette valeur de b, M (a) - M (b) = M (0) =TI et
M (b) - M (a) = I donc M (a) est inversible et son inverse est :

M@ ‘=M (1 :‘;a> .
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On a

M (1/3)> = M (1/3) M (1/3) = M (1/3+1/3 —1/3) = M (1/3).

Raisonnons par Pabsurde. Si M (1/3) est inversible alors on peut multiplier I'équation M (1/3)%> = M (1/3) par
M (1/3)™" pour obtenir M (1/3) = 1. Or M (1/3) # I
Conclusion : ‘ M (1/3) n’est pas inversible. ‘

3. agp = 1/3 est une solution de [M(ao)]” = M(ag). Est-ce la seule ?

Conclusion : |La seule solution non nulle de [M(ag)]> = M (ag) est donc ag = 1/3.

[M(2)]” = M(z) < M (2z—32%) =M (z)
20 —3z% ==z
z—322=0
z(1—-3z)=0
x=0ouxz=1/3

te o

4. On considere les matrices :

P=M(ag) et Q=I1-P

1 1 1 1 1 2 - -1

OnadonchzP,P:§ 1 11 ethg -1 2 -1

1 1 1 -1 -1 2

1—2a a a
(a) On rappelle que M (a) = a 1—2a a et on a
a a 1—-2a

1 1 1 1 o 2 -1 -1 1 1420 1—-a 11—«
P—|—aQ:§ 1 1 1 +§ —1 2 -1 :§ l-a 1420 1—a«
1 1 1 -1 -1 2 l-a 1-a 142«

Donc

1420 =3(1-2a)

M(Q)P+OLQ<:>{ | — o —3a

< a=1-—3a.

N 200 = 2 — 6a
a=1-3a

Donc seul o = 1 — 3a convient pour : M (a) = P+ aQ.
Conclusion :
D’apres la définition de P et la question L1.3., P? = P.
QP=(I-P)P=P—-P?=P—P=0.
PQ=P(I-P)=P—-P?=0.
2—(I-P)P’=I-P—-P+P2=]-2P+P=1-P=Q.
Pour n € N*, on définit la proposition P(n) : il existe z,, et y,, réels tels que [M(a)]" = 2, P + y,Q.”

Initialisation : [M(a)]' = M (a) = P + a@Q, donc 1 = 1 et y; = o conviennent. P(1) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N* fixé, la proposition P(n) est vraie.

D’aprés 'hypotheése de récurrence, il existe x,, et y, réels tels que [M(a)]" = z, P + y,Q alors,
[M(a)]"'H = (2, P +ynQ) (P + aQ) = 2, P* + y,QP + az, PQ + ay,Q* = z,P + ay, Q.

Donc avec Zpi1 = Tn €t Ypai1 = ayy, qui sont bien des réels, on a [M(a)]"+1 =Zp1P + ynt1Q. P(n+1) est
donc vraie.

Conclusion : ‘Pour tout n € N*, il existe x,, et y,, réels tels que [M(a)]" = z, P + y,,Q. ‘

Donc avec 11 = Ty €t Yni1 = oy, qui sont bien des réels, on a [M(a)]n+1 =ZTpi1 P+ ynt1Q
La suite (z,,) est constante donc égale & x1 = 1 et la suite (y,,) est géométrique de raison a donc y,, = a1y, =

a™.

Conclusion : ‘ Pour n € N*, [M (a)]" =P+ anQ.‘

On a donc avec « =1 — 3a

AR o 2 -1 - L[ 12" 1-a" 1-a
M(a)n:f 1 1 1 + — -1 2 —1 = — 1—a® 14+2a" 1-—a"
3\ 11 3\ 1 21 2 3\ 12ar 1o 142am
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Partie 2
Dans la suite de ’exercice, on suppose que a € ]O, % [

1. On définit des suites (pp)nen+, (¢n)nen, (Tn)nen+ par leur premier terme py, g1, 71, et les relations de récurrence :

Pn+1 = 1 - 2a)pn + adn + arp
Gn+1 = apy + (1 — 2a)g, + ary,

{ Tl = apn + agn + (1 — 2a)r,

Pn+1
(a) Comme | ¢n41 | =M (a) on a alors pour tout entier n,
Tn+1
Pn _ b1 P1
o | =M@" | @ |=[P+a"'Q| @
n 1 1

(b) Ona a=1-3a et comme 0 < a < 2/3 alors

—2< -3a<0
-1<1-3a<1
donc |a| < 1 donc @™ — 0.
n—-+oo
Ainsi
Dn D1 (111 D1 1 1
n - Pl g |=5|111 q | =sMmi+qa+r)| 1
n—+4o00 3 3
ry 7«1 111 1 1
Conclusion : | Les suites (pn)nen+, (¢n)nen+ €t (rn)nen+ ont la méme limite ‘IM
2. (a) (My, Sn, By) formant un systéme complet d’événements donc
p (Mn+1) = Pm, (Mn+1)p (Mn) +Pps, (MnJrl)p(Sn) + B, (Mn+1)p (Bn)
2 1 1
= 3 Mn = Sn = Bn
2p (M) + 5p(5.) + 5p (Ba)

et de la méme facon

p(Sui1) = g (My) + 2p(Su) + 5p (Bn)

3 6
1 1 2
P (Bny1) = ép (My) + EP (Sn) + gp (Bn) -

(b) On retrouve les relations de récurrence précédentes avec p, = p (M,,), ¢, = p(Sn) et r, = p(B,) et

16 02 t 1 5_1
a=— = et a=1--=_.
6 ’ 6 2

3
p (M) et [ p(M)
v | = u(g)] | ey
p(Bn) p(Bl)
1 0 0 1 0
= <P+ Q) 1 =P 1|+ Ql 1
27171 2n71
0 0
1 -1 j[——
1 1 1 P
- I I 2 | =2 1+5%
1 3.9n-1 ( 1 3\ {_ o

1 1
Conclusion : | p(M,) =p(B,) == <1 - 2nl> et p(Sp) =

‘,_; LW =
7 N

—

|

[\&)
=

—
N~~~

(¢) Et quand n tend vers 400, ces trois probabilités tendent vers



