Corrigé du DM n°8

1. Soit u(z) = In(z) et v/(z) = 2%. u et v sont Clsur [1,¢], v'(x) = 1/x et v(z) = 23/3. D’oul en intégrant par parties :

3¢ ¢ 3 € z? e3 x3]° 2¢% +1
I = |1 - - ~—dr=¢e3/3 - —dr=—— || =e*/3-€e3/9+1/9=
! {n(x)?)L /1 3.xm e/ /1 3 * 3 {QL e/ e/ / 9

2. (a)Sil<z<e
In(z)" " —In(z)"™ = In(z)"*(In(x) — 1).

comme In est croissante sur ]0,+oo[ et que 1 et n en sont éléments,
0=1In(1) <In(z) <In(e) = 1.

Donc In(z)™ > 0 et In(z) — 1 <0 d’on
In(z)" ™ < In(z)™.

Et comme 22 > 0 alors
22 In(z)" ™ < 2% In(z)".

Enfin comme 1 < e,
/ 2 In(z)"dr < / 22 In(z)"dx.
1 1
La suite (I,,)n>1 est donc décroissante.
(b) Comme de plus 0 < z2In(x)" pour z € [1,¢] alors

In > 0.

I est donc une suite décroissante et minorée par 0, donc d’apres le théoreme de la limite monotone, I est
convergente (et sa limite £ > 0)

(c) Soit f(x)=In(x) — L f est dérivable sur [1, €] et
e

Donc f est croissante sur [1,e]. Et comme f(e) =0, f est négative sur [1,e] et

0 <In(z) <

[SH RS

(d) Comme x — z™ est croissante sur [0, +o00[ (pour n > 0) et que In(x) et x/e en sont éléments,

mn $n+2

In(z)"” < et 2%ln(z)" <

en en

Enfin, comme 1 < e,

e e gn+2 Znt3 e 3 1
0 S/ 2% In(z)"dx S/ dzr = = - — 0
1 1 en (n+3)em];, (n+3) (n+3)e" n=too

Donc par encadrement lim [, = 0.
n—-4oo

3. (a) Effectuons le changement de variable t = In(z) = ¢(z), ¢ de classe C* et bijective de [1, ] dans [0, 1].
(i) (Changement de variable)

(ii) (Elément différentiel)
1
dt = Ed$ & dr=cedt
(iii) (Nouvelles bornes)
siz=1 alors t=0

siz=-¢e¢ alors t =1
1



(iv) (Nouvelle fonction & intégrer)
m (et)2 — 4n o2t

e 1 1
/ 2?In(z)"dr = / t" e el dt = / t" 3t dt.
1 0 0

et < ed.

(v) (Conclusion)

(b) Pour t € [0,1], on a

En intégrant sur [0,1], on a

e3

n+1

1
0<1, g/ e’ dt =
0
Donc par encadrement lim 1,, = 0.
n—>-4oo
4. (a) Soit u(x) = In(z)"*! et v'(x) = 2% u et v sont Clsur [1,¢], v/(z) = (n + 1) In(z)"/z et v(z) = 23/3. D’olt en

intégrant par parties :

e 31 n 3 1 e 3 1
Iyt = [In(z)™ 1.z /3)° — /1 (n+ 1)””;7;”)0133 - % - (”;)/1 22 In(z)"dz = % - %In.

Donc
e3 n+1

ITL+1 = g_? n-

e? 3.n e? 3.n
.In - - — I’I’L _— = _— In —_—
" (3 +1>n+1 (3 +1)n(1+1/n)

lim n.g, = ¢
n—-+4oo

(b) On en déduit que

et

Exercice facultatif.

On définit la fonction
fi 2,400 «— R

r — ——
2 —1

1. Pour tout x > 2,

1 1
> — car x — — est décroissante R, .

1
Vo2 -1 T T

1
e 2?2 —x=x(r—1)>0doncz?>zet Va2 —-1>+x—1>0, donc

! <
V2 =1~ Ve -1

e 0 <2?—1<2? donc 0 <Va?2—1<Va?=|z| =z, ainsi

1

< J@) S ——

Conclusion :

8=

2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit I'intégrale :

I, = /; F(z) da.

(a) On réutilise 'inégalité précédente pour avoir la limite par minoration :

1
— < f(x) pour tout x > 2 donc, pour n > 2 (ordre des bornes)
x

/;f(m)de/:gl:dzln(n)ln(Z)

De plusn In (n) — 1n (2) = +00, alors, par minoration
n—-—+0oQ

Conclusion :| lim I, = 400
n—-+o0o




(b) On définit la fonction
F: [2,400] «— R
x +— In(z+vaz?-1).

Pour z € [2,400[, on a x + V22 — 1 > 0, F est donc dérivable sur [2, +o0].

1 2z
Fe) = m+\/Sﬁ(1+2 x2—1>
1 V2 —1+z
B x—l—\/x2—1< Va2 =1 >
= f(=)
Donc F est une primitive de f sur [2;+o0[ et
Conclusion :|I, = F (n) — F (2) = In (n+vn2 — 1) —In (2 + v/3)

(c) On léve la forme indéterminée en factorisant & l'intérieur de la racine puis du logarithme.

F(n)—ln(n) = 2 _ ) In (n)

= In <n+,/n2 11)> —1In (n)

n+nf/1— 2

S P A A
n

1

1+y/1-—

—  In(2)

n——+oo

= In

Conclusion : | I, —In(n) — In(2) —In(2+/3)

n—-+o0o

3. On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
= —
= VR =1

(a) import math
n = int(input("Entrez la valeur de n"))
S5=0
for k in range(2,n+1)
S=S+1/math.sqrt (k**2-1)
print(S)

k+1
(b) On va encadrer f sur chaque intervalle [k, k + 1] et écrire I,, = Z / (z) dx.

Pour k > 2, la fonction f est décroissante sur [k, k + 1], donc pour k<zrx<k+1
1 1 1
> >
VE2Z -1 Vz2 -1 \/(k+1)2—

Ainsi
k+1 1

VAZ -1 va (k+1)* -1
h 1 1

dx > .
h—1Vx2—1 vh?2 —1

k+1

/161\/7 \/7/ \/7

Le membre de droite donne pour h=%k+1 > 3:

En sommant on obtient

d.T = dl’ = In+17

ey [ e [
o k2 —1 P 2 —1 9 2 —1
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Donc pour k > 2,



et

1
;WZ/ e Ll e I‘:’hZzW W;W

Conclusion : | I,41 < S, < I, + %

Comme (I,,) est une suite croissante, on a

1
+1 \/g
Ainsi

1<

Sh
—<
- I,

1
= — 1
\/gln n—-+oo

S, . . .
Par encadrement, — — 1. Par ailleurs, on a vu & la question 2.(c) que
In n—-+oo

I,—In(n) — In(2)—In <2+\/§).

n—-+oo
Donc
I 1= In;ln(n) — 0,
In (n) In(n) n—o+oo
Ainsi
n 1.
In (n) nI}oo
Sy, S, I,
Conclusion : = — — 1.

1
= n+7
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