Corrigé du DM n°9

Pour tout £ € N, on considere la fonction fj, définie sur R, par la relation :

1
fre(z) = / the~tedt
0
1. (a) Soient z et y € RT tels que z < y. Alors pour tout ¢ € [0,1],
—tex > —ty donc e >e " car exp est strictment croissante surR.

Et comme t* > 0, on a : tFe™® > tkFe™ et comme les bornes sont croissantes,

1 1
Vo, y e RT si z<y alors fi(z)= / the=tdt > / the Wdt = fi. (y)
0 0

donc fj, est bien décroissante sur R .

(b) Pour k € N,
R— ' A 1
= the”dt = thdt = = —
1(0) /0 ¢ /0 [k+1]0 ]

et comme f; est décroissante sur R™, si z > 0 alors

1

Jr(z) < fir(0) = ]

Et comme pour tout t € [0,1], tFe= >0 et que 0 < 1 alors

1

1
= < < —
0 /OOdt_fk(x)_k+1

et par encadrement  fi(z) — 0
k—+oc0

2. (a) On calcule fi41 en intégrant par parties :

1
fk+1(x):/ thtle=teqy
0

soit F (t) = tF*1 de classe C1[0,1], F'(t) = (k+1)t*

1
soit g (t) = e~** continue sur [0,1], G (t) = ——e ' donc
x

1 ! L]
fk+1(.’L’) = |:—€_twtk+1:| — / —*e_tx (k + 1) tkdt
X t=0 0 T
k41 [t k41 -
= - 4 i / thetdt = i fe(x) — €
T T 0 T T

(b) On a

1 1 1 _

1 1—e7"
fo () :/ Vet dt :/ e dt = [em} = ¢
0 0 x =0 r

et on utilise ensuite la relation de récurrence :

0+1 e ¥ 11—e™® % l1—e®—ge®
h@ = =l - s T
1+1 e % 21 —e F —ge ™ e "
ho) = =—h@) ==y~
B 2—2e7% — 2z — g2e7"
= —
(¢) On a
=l—-e=- — 1
LL’fo(ﬂ?) € €r r—+o0



(d) On monte alors par récurrence sur k, la proposition Py

!
R R
k! fk(l‘) T—+00 L
0+1
Initialisation : pour k£ = 0,, on a bien —— fo(z) =z fo(¥r) — 1. Donc Py est vraie.
0! T—+00
o2
Hérédité : Soit k € N, on suppose que Py, est vraie. Montrons que P41 est vraie, i.e. —— frr1(x) — 1.
(k + 1)! T—+00
k42 k42 —x k+1 k+1_—x
x x kE+1 e " () a¥e
—_— )= —— | — fu(z) — = - — 1
(k+1)! Jeni(@) (k+1)! < pant LG R ) k! (k+ 1)l a—too
k+1 m
+1 — z 3
car z°7° = o(e”) et i Jr(x) Rl 1. Donc Py est vraie

On en conclut que pour tout entier k :

l,k+1

i Jr(x) oo 1

3. (a) On effectue dans
1
fi(z) = / the=teqt
0

le changement de variable u =tz < ¢t = u/x on a alors les correspondances : %du +— dt pour z # 0

t=0+—u=0,ett=1<¢—u=uz et avec la fonction ¢ — t*¢~** qui est continue sur [0,1] et u > u/x qui
est de classe C* sur [0, 2] & valeurs dans [0,1] on a

T ruNk 1 1 *
= Z) et ldy = ke—ugq
fu(x) /0 (x> e —du anchrl/0 u e "du

(b) Comme u +— uFe™ est continue sur ]0, +oo| alors « — [; uFe™"du est dérivable sur ]0, +oo].
Et de plus = +— 1/z%*! est dérivable sur ]0, +oco[ donc fj est dérivable sur |0, +oo].

k+1 [® . _ 1 _ (k+1) e ”
/ _ k u k r __
fk(x)fkaw/o u’e du+xk+1x et =——Zfr(z)+ —

T T

—
o

) On reconnait facilement que f] (z) = — fr+1 ().

(d) On étudie le sens de variations de la différence : g (y) =1 — e ¥ —y. g est dérivable sur Ret ¢’ (y) =e ¥ —1.

Y 0
gy |+ 0 -
g 0

a ¢

Donc pour y > 0,1 —e™¥ < y.

(e) Pour prouver la continuité de fi en 0, il faut démontrer que fj (x) — 1% (0).
x—

1 1 1
Ji (0) = fi (x):/o t’“dtf/o t’“e*”dt:/ 5 (1—e ) dt

0

Et comme 0 <1 —e ¥ <y pour tout y>0onaalors 0 <1—e * <txpourt>0etax>0.
Donc pour t > 0 et 2 > 0 comme t* >0, on a: 0 <tk (1 —e ) < thtlg

Et comme 0 <1
1 1 Hh+2 1 T
og/ t’“(l—e*”)dtg/ tkﬂxdt:x{ } -~
0 0 k+2 0 k+2

Donc, par encadrement, fi (0) — fx (z) — 0 et fi est bien continue en 0.
Tr—r

(f) Pour étudier la dérivablilité, on cherche la limite de la dérivée en 0 (méthode hors-programme désormais)

1
(@) = = fr1(2) A —fr+1(0) = “h3a A fr+1 est continue en 0.

/7. est donc prolongeable par continuité en 0.

1
Cette conclusion est hors-programme : f5 est dérivable en 0 et f;(0) = “hi 2
2



Exercice facultatif.

Pour tout entier n on note f, la fonction définie sur [0,1] par :

T 1
fn(x) :/ e"t2dt7/ e dt.
0 T

1. (a) La fonction t — e est continue sur R donc la fonction 2 — fom e’ dt est dérivable sur R (pour z et 0 €R )

La fonction t — e~™" l'est également et les bornes de l'intégrales sont dérivables sur R a valeurs dans R donc

T — f; e~ dt est dérivable sur R. Donc f, est dérivable sur R N [0,1]= [0, 1].
(b) Comme f, est dérivable sur [0, 1], on a pour z € [0, 1]

f/ (ZC) _ enmz_1_en02.0_e—n12.0_~_enw2_1

n
2 2
= "+ >0

2. L’équation est équivalente a f, () = 0.

Comme f,, est continue et strictement croissante sur [0,1], d’apres le théoreme de la bijection monotone, f, est

donc bijective de [0, 1] dans [f, (0), f, (1)].
Déterminons les signes de f,,(0) et f,,(1).

0 2 1 2 1 2
frn (0) :/ e dt 7/ e " dt = 7/ e " dt
0 0 0

et comme € > 0 et que 0 < 1 en intégrant Iinégalité, on obtient f,, (0) < 0 et de la méme fagon f,, (1) > 0.

Donc 0 € [f, (0), fn (1)] et Péquation f,, () = 0 a une unique solution sur [0, 1]. Donc il existe un unique c,, tel

que

Cn 1
/ et dt — / e " dt =0
0 c

n

De plus, ¢ vérifie :

co 1 1
/ e()tZdt—/ e dt=0 o [P —[L =0 20 -1=0 < ¢ = 5

0 Cco

3. On ne connalt pas ¢, mais seulement le fait qu’il soit solution de I’équation. Pour comparer ¢, et ¢,1 on comparera
donc leurs images par f, ou fny1. Comme f, (¢;) =0 et fni1 (chy1) = 0, puisque f,,+1 est croissante sur [0, 1],

comparons fp41 (cn) €t frnt1 (cns1) = fu (cn)

cn 1
fny1(cn) = / e(”H)tzdtf/ e~ (n+DE gy
0 C

n

Cn 1
fnl(cn) = / e"tzdt—/ e dt
0 c

“n

Or comme n < n+1 et que t2>0onant?< (n + 1) 2 , exp est strictement croissante sur R donc e”t2

comme 0 < ¢, on a

Cn Cn
/ entzdt < / e(n+1)t2dt
0 0
1 2 1 2
—/ e "t < —/ e~ (D gt
Cn Cn

fn+1 (CTL+1) = fn (Cn) < fn+1 (Cn)

De méme

Finalement,

< e(n+1)t2

Comme f,,41 est strictement croissante sur [0, 1] et que ¢, et ¢,11 en sont éléments, on a bien ¢,11 < ¢y.

Donc la suite (¢,,) est décroissante et minorée par 0 (puisque pour tout n, ¢, € [0,1]) donc elle converge vers une

limite ¢ € [0, 1] par passage & la limite dans les inégalités.

4. (a) On étudie les variations de g () = e” — x. g est dérivable sur R et ¢’ () = e* — 1

x —00 +0o0
et —1

/!
g (z) N\

0
o
1/




Donc pour tout x € R, e > x4+ 1 et et > nt? d’ou, pour 0 < 7 :

n—-+oo

s 2 T TS
/ e dt 2/ nt?dt = ng — 40
0 0

T
. . . . 2
Conclusion : | Par minoration, lim e dt = +o0.
n—-+oo 0

(b) Comme —nt? < 0 et que = + e est croissante sur R, alors e’ < e’ = 1. Comme ¢, < 1, par intégration de
I’inégalité on obtient :

C

1 o 1 )
e dt < 1dt:[t]nzlfcn§1 car ¢, > 0.

n

Cn 2 1 2
/ et dt :/ e "dt <1
0 Cn

Raisonnons par I’absurde. On suppose que £ > 0 on a alors pour tout entier n, ¢, > ¢ et donc

Cn 4 Cn 0
1> / e"t2dt :/ e"t2dt—|—/ e"tht > / e"tht — 400
0 0 ¢ 0 n—+oo

On obtient donc une contradiction. Comme ¢ € [0,1], on a finalement ¢ = 0.

(¢) Finalement on a



