
DM n◦2

Le but de l’exercice est d’étudier et d’approximer la limite de la suite (Sn) définie pour tout n entier n ≥ 2 par

Sn =

n∑
k=2

1

k2

1. (a) Montrer que pour tout entier k tel que k ≥ 2 :

1

k
− 1

k + 1
≤ 1

k2
≤ 1

k − 1
− 1

k

(b) Pour n ≥ 2, calculer

n∑
k=2

1

k − 1
− 1

k
.

(c) Montrer que
n∑

k=2

1

k − 1
− 1

k
≤ 1.

2. (a) Montrer que pour tout entier n ≥ 2,
Sn ≤ 1.

(b) Montrer que (Sn) est croissante.

(c) En déduire que (Sn) converge. On notera L = lim
n−→+∞

Sn.

3. Pour pour tout entier m ≥ 2, on note

Rm = L− Sm = lim
n−→+∞

(Sn − Sm) .

(a) Montrer que pour tout entier m et n ≥ m ≥ 2

1

m + 1
− 1

n + 1
≤

n∑
k=m+1

1

k2
≤ 1

m

(b) En déduire que pour tout entier m ≥ 2
1

m + 1
≤ Rm ≤

1

m

4. Déterminer la plus petite valeur de m telle que

0 ≤ L− Sm ≤ 10−2

1



Exercice facultatif.

On pose

∀n > 1, an =

n−1∑
k=0

1

n + k

1. Convergence de la suite (an) .

(a) Calculer a1 et a2 (on donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles).

(b) Justifier que an+1 = an +
1

2n + 1
− 1

2n
puis étudier le sens de variation de (an).

(c) En déduire la convergence de la suite (an).

2. Calcul de la limite.

(a) Déterminer lim
x→+∞

(ln(x + 1)− lnx) puis montrer que

∀x > 0,
1

x + 1
6 ln(x + 1)− lnx 6

1

x
.

(b) Comparer les réels suivants

1

n + k + 1
,

1

n + k
et ln(n + k + 1)− ln(n + k).

Comparer alors les sommes suivantes

n−2∑
k=0

1

n + k + 1
,

n−2∑
k=0

1

n + k
et

n−2∑
k=0

(ln(n + k + 1)− ln(n + k)) .

(c) Calculer

n−2∑
k=0

(ln(n + k + 1)− ln(n + k)) .

(d) Montrer que

an −
1

n
=

n−2∑
k=0

1

n + k + 1
.

(e) Montrer que

an −
1

2n− 1
=

n−2∑
k=0

1

n + k
.

(f) En déduire que

∀n > 1, ln

(
2− 1

n

)
+

1

2n− 1
6 an 6 ln

(
2− 1

n

)
+

1

n
.

(g) Déterminer la limite de la suite (an).

2


