DM n°6

Soit f la fonction définie sur R par

1. (a
(b
(

) Montrer que f est paire.
)

(¢) Montrer qu'il existe un unique réel £ tel que f(£) = £.
)
)

Etudier les variations de f et tracer sa courbe.

1 1 1
d) Justifier que 0 < ¢ < 3 On donne f (2> < 3

(e) Montrer que pour tout z € R :

(@) < fl) <

DN =

2. On définit la suite (uy,)nen par :
up =0 etVneN, upr1 = f(un)

(a) Montrer que, pour tout n € N,
0<wu, <

N |

(b) Montrer que, pour tout n € N :

1

Upt1 — L] < =|u, — .

2

(¢) En déduire que, pour tout n € N :
1
up — €] < PYESE

(d) En déduire que la suite (u,) converge vers /.

(e) Ecrire un programme en Python permettant d’obtenir une valeur approchée de £ & 10~3 pres.
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Exercice facultatif.
On counsidere, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0, 400[— R définie pour tout = € [0, +o0[, par :

(_1)’61.}(3 1.2 _‘,E2n71 x2n

2n
Pn(x):;7:7x+?+...+2n7_1+%.

I. Etude des fonctions polynomiales P,

1. Montrer, pour tout n € N* et tout = € [0, +o00] :

2n 1
P(z) =

ol P, désigne la dérivée de P,.
z+1

2. Etablir, pour n € N*, les variations de P, sur [0,4o00[ et dresser le tableau de variations de PB,.
3. Montrer, pour tout n € N* : P,(1) < 0.

4. (a) Vérifier, pour tout n € N* et tout x € [0, 4+00] :

1 x
Pn — Pn 2n+1 [ _ ).
+1(2) (@) + = il 22

(b) En déduire, pour tout n € N* : P,(2) > 0.

5. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation P,(x) = 0, d’inconnue = € [1, 400, admet une solution et une seule
notée x,, et que :
1<z, <2

IT. Limite de la suite (xy)nen:

1. Etablir, pour tout n € N* et tout z € [0, +oo] :

x t2n -1
P, (z) :/ dt.
0

t+1

Tn y2n 117152”
/ dtz/ dt.
| o t+1

3. Démontrer, pour tout n € N* et tout ¢ € [1,+o0] :

2. En déduire, pour tout n € N* :

2" — 1> n(t? - 1).

4. En déduire, pour tout n € N* :

Tn t2n -1
/ dt > 2z, — 1)2,
1

t+1 2
puis :
O<x,—-1< 21n2’
vn

5. Conclure quant a la convergence et a la limite de la suite (z,,)nen.



