DM n°9

Pour tout k € N, on considere la fonction fj, définie sur R, par la relation :

fr(z)

1
/ the~t*qt.
0

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel k, la fonction f; est décroissante sur Ry
Indication : attention, vous ne pouvez pas dériver fi pour linstant.

(b) Etudier la suite (f%(0))r>0 de nombres réels. En déduire, pour tout nombre réel positif = fixé la limite de la

suite (fk (LL'))]CZ().

2. (a) Soit > 0. Pour tout k € N, établir que

frri(z) =

(b) Expliciter les fonctions fo, f1 et fa.

(¢) Montrer que

k+1 e *

fre(z) —

z folx) — 1.

r—r+00

(d) A laide de la relation établie au ¢), montrer que pour tout k € N

k+1
k!

T

fk<$) — 1.

T—+00

3. (a) En effectuant un changement de variable, montrer que pour tout k& € N et tout réel x strictement positif :

fr(x) = oL

€T
/ uFe "du.
0

(b) En déduire que f; est dérivable sur |0, +o00[ et calculer sa dérivée.

(c) Trouver une relation simple entre f; et fii1.

(d) Montrer que pour tout y > 0,

1—e¥ <y.

(e) En déduire que pour tout k € N, la fonction fj est continue en 0.

(f) Déterminer si fj est dérivable a droite en 0
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Exercice facultatif.
Pour tout entier n on note f,, la fonction définie sur [0,1] par :

T 1
fn(x) :/ e”tzdt—/ e~ dt.
0 T

1. (a) Montrer que f,, est dérivable sur [0, 1].
(b) Etudier le sens de variation de f,,.

2. Montrer qu’il existe un unique réel ¢, de [0, 1] tel que :

Cn N 1 R
/ e dt :/ e ™ dt
0 c

n

et donner la valeur de cg.

3. On considere la suite (¢y),,~, définie & la question précédente ; montrer qu’elle est décroissante et qu’elle converge
vers une limite ¢ appartenant & [0, 1].

4. (a) Montrer que pour tout nombre réel fixé r de ]0, 1],
T

. 2
lim e dt = 400
n——+oo 0

(On pourra prouver que e* > x)

(b) Montrer que pour tout entier naturel n on a

1
/ edt < 1.
C.

n

(¢) En déduire la valeur de /.



