Mathématiques
Corrigé du DS n°4

Exercice 1.

A. Etude sur |0, +o00|
1. Variations de f
(a) f est défine en tout z tel que e2* — 1 # 0 ce que l'on résout :

e — 140 e*® #£1< 2z #0 car exp est strictement croissante sur R.

Donc f est définie sur R* f est un quotient bien défini de fonctions usuelles dérivables, f est dérivable sur R*.
(b) Pour tout z € R*,
26237 (eZm _ 1) _ 2€2z (621‘ + 1) 2 (641 _ 8237 _ 641 _ 82.'17) 74629:

fi@) = (€2 — 1)2 - (€2 — 1)2 - (€2 — 1)2

et comme un carré est toujours positif et une exponentielle strictement positive, f/ < 0 sur R*
2. Limites

(a) On a :

241 e —_142 -1 2 2

e — 1 er — 1 e2r —1  e2r 1 e2r — 1

(b) Comme €?* — +o00 on a alors

T—+00
2
5 — 0
e — 1 z—+oo
ainsi
fla) — 1
T—r+00

(c) On ae?®* — 17 (car exp est continue sur R), e2* —1 — 07 et — 400 d’olt enfin

z—0t z—0t €2 — 1 z—o+
—
f ((E) z—0t oo
3. On a donc
T 0 ~+00
f(@) |l -
|| 4oo
f) |l N
I 1
f est strictement positive sur ]0, +oo].
4. Primitives de f sur |0, 4o00[
(a) g est dérivable en tout z tel que e** —1 > 0 donc sur R et
1 2e2T — 2T 4
/ _ 2x _ _
J @)= e -1= 2 2

(b) Donc g est une primitive de f sur ]0, +oo].
(¢) Comme ¢’ = f > 0 sur |0, +00], g est strictement croissante sur |0, +oo[. Comme exp est continue en 0, on a

e — 1t

z—0t

e 1 —» 0% donc
r—0+
) — —00.
g( )ac—>0+



(d) Comme €2 — 1 = €2%(1 — e~2%), on a
g(@)=In(e*(1—e ) —z=In(e®) +In(l—e*) —z

donc
g@)=2z—z+In(1-e-2*)=z+In(l—e2)

Onae 2 — (et
r—+o0

ln(l—e_h) — 0
r—+00
donc
g(x) — +oo.

r——+00

(e) g est dérivable sur |0, 400 et sa dérivée est strictement positive. Donc d’apres le théoréme de la bijection
monotone, g est bijective de ]0,4o0[ dans | lirrbg(x), lirf g(z)[=] — 00, +00[. Or 0 €] — 0o, +o0]. Donc
Tr—r T—r+00

Péquation g (z) = 0 a une unique solution dans ]0, +oo.

B. Construction de C, la courbe représentative de f

1. Soit £ # 0, on a

Bl e () (1) (e ) ()

f@)+ f=z) = e —1 e 221 (e2r —1)(e~2* — 1)
B (ezz + 1) (672:6 _ 1) + (6721 + 1) (62:1: _ 1)
(@ = 1) (e - 1)
e20=22 _ 20 4 2w _ | 4 o—2w42r | =20 | o2 _ |
B (3 — 1) (e = 1)
e —1+e -1
INCEERVICETEY
=0
Donc f(—x) = —f (x) et f est impaire. Donc sa courbe représentative est symétrique par rapport a 'origine.
2. C a donc pour asymptote les droites d’équation x = 0 en 0T et en 0~ par symétrie et celles d’équation ¥y = 1 en
400 et y = —1 en —oo par symétrie.
3. On a

e2n3) 11 3241 10 5
f(In(3)) = e2ln(3) _ 1 - 32-1 - 8 - 4

De plus,
—4¢?12(3) —4 - 32 4.3 9

f'(In(3)) = (321“(3) - 1)2 = (32— 1)2 T

4. Pour construire C on place d’abord les asymptotes et la tangente en In (3) grace a la valeur et a la pente (coefficient
directeur) de la tangente en ce point.

Exercice 2.

B T

24+l

On désigne par C' sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

1. Soit f la fonction définie sur R par : f (z)

(a) f est dérivable en z tel que 22 +x +1 # 0. Or ce polynome du second degré a pour discriminant A = 1—4 < 0.
Donc elle est toujours strictement négative. Donc f est définie, continue, et dérivable sur R.

f/(x)_(m2+x+1)—(2x—|—1)x_x2—|—x+1—2x2—x_ 1—a?
?+z+1 (22 + 2+ 1) (22 + 2 +1)°
f(z)= x = x = L ainsi f(z) — Oet f(x) — 0
Caltr+l 22(1+1+ L) 2 (1+ i+ D) =00 w—r—00
x -00 -1 0 1 +00
1—2? - 0 4+ + 0 -
@) 0 + 1 + 0 -
f@ 0 N -1 4 0 ~ 1/3 N\ 0




(b) En 0, £(0) =0 et f'(0) = 1.

Conclusion : ’La tangente a donc pour équation y = x. ‘

(¢) Les positions relatives de C' et T sont données par le signe de f (z) — x :

x -z (@ +z+1) 222 —2?(z+1)
fx)—z= 2 —T= 2 =2 )
> +rx+1 z+x+1 v +x+1 ¢ +x+1
x -00 -1 0 400
) — —_ 0 —
z+1 - 0 + +
flz)—= + 0 — 0 -
Position de C et T C audessus de T C en dessous de T' C en dessous de T'

Conclusion : ’ C et T ont deux points d’intersection de coordonnées (—1, —1) et (0,0). ‘

(d) On trace C et T.

Y oat
02T
- T
b X
4T
06 T
08t
10T
127
14T
2. On considere la suite (uy),, oy définie par :
ug = 17
J— — Un
Upy1 = f (Un) = m, pour tout n € N

(a) Soit p € N*

1
/) o
p) mpHy+1 l+p+p?

Comme 1 +p+p?>>p+p>=p(l+p) >0,0na

1 1
<
I+p+p? ~plp+1)
. .. 1 P 1
Conclusion : | Ainsi pour p >0, f| - | = 5 <
D 1+p+p p+1
1
(b) Pour n € N, soit P,, la proposition : 70 < u, < ?”.
n
1
Initialisation : 0 < ug =1 < 0r 1 Donc Py est vraie.

Hérédité : On suppose P, vraie pour un n € N fixé. Montrons que P, 11 est vraie.

, comme f est strictement croissante sur [0, 1] et que 0, u,, et L

Par hypothese de récurrence 0 < u,, < 1 P

+1
en sont éléments,

f(0)<f(un)§f(ni1)

1 1 1
De plus, f (n+1) < s carn+1>1on abien 0 < up4; < s Donc P,,+1 est vraie.

Conclusion : | D’apres le principe de récurrence, on a : pour tout entier n, 0 < u,, < e
n

3



()

3. (a)

Comme

_)
n+1 n—4oo

Conclusion : lim u, =0

n—4oo

D’apres les variations de f, pour = # 0, f (z) # 0. Et

0, par encadrement

1 z+z+1
f(z) x
Donc comme pour tout entier n, u, # 0
1 1 1
Conclusion : = =u,+1+—
Un+1 f (un) Unp

1
Pour n € N*, soit P,, la proposition : 7— <n+1+

1
1 1 1

Initialisation : — =ug+1+ —=1+1+ g —. Donc Py est vraie.
Uug b1 :ZC

U1

n

n
k=1

T =

»

Hérédité : On suppose P,, vraie pour un n € N* fixé. Montrons que P, 11 est vraie. On a

1 1
or d’apres 2.b) u, < o et par hypothese de récurrence o <n+1+ Z 7 donc

Un+1 T n+

Donc P,,+1 est vraie.

7-’4n+1

1

1
=u, +1+—

n

1 n
1—|—1+n+1+;

=n+2+>

T =

1

k

1
Conclusion : | D’apres le principe de récurrence, on a : pour tout entier n > 1, — <n+ 1+ Z —
U

n

n

k.
k=1

On calcule la différence pour tout réel z > 2

g est dérivable sur [2,+o00[ et

g(z):lfln(x)Jrln(:c—l)

1

donc g est strictement croissante sur [2, +oco[ et comme

1

g@)==——ln(z)+In(z—1)==—1In

T

(

—r+1—z(x—1)+2?
N 22 (x+1)

1
Conclusion : |Pour > 2, g(z) = — —In(z) + In (z — 1)
x

< 0.

On fait alors la somme de ces inégalités pour k de 2 a n :

< i In
k=2

T =

n
k=2

< In(n)—In(1) =In(n)

On reporte dans U'inégalité sur 1/u,

Conclusion : |Pour n > 2, — <

n

(k) =In(k—1)=> In(k)— > In(k—1) =

k=2

C22(z+1)

X

>0

r—+00




(¢) On a donc pour n > 2
1 n
>_ °  ainsi > "
un_n—l—Q—i—ln(n) st nUn_n+2+ln(n)

d’ou ’encadrement :

n n
— < < —— car d’apres 2.b) 0< < —
n+2—|—ln(n)_nun’_n+1 raapt ) S Tl
1 < < 1
— < nu
I ST
2 1 1
Or lim 1+7—|—M:1et lim 14 — =1, par encadrement,
n—+o0o n n n——+00 n
Conclusion :| lim nu, = 1.
n—-+4oo

5. On peut proposer le programme suivant

n=int (input ("entrez la valeur de n :"))
u=1
for k in range(1l,n+1):
u=u/(u"2+u+1)
print("la valeur de un est",u)



