Mathématiques
Corrigé du DS n°5

On désigne par N un nombre entier supérieur a 1 et par a un nombre réel strictement positif. L’objet du probleme
est d’étudier la rentabilité d’un investissement en fonction du taux d’intérét ce qui conduit a I’étude dans les parties II et
IIT des équations suivantes pour 0 < x < 1 :

NN 2 —a=0.

NaV + (N =12Vt 4+ 4222+ 2 —a=0.

Dans la partie I, on étudie la premiére de ces équations dans deux cas particuliers (N = 2 et 3).

Partie I

1. Résolution numérique de ’équation 2> +z—-1=0 (0 <z < 1)

(a)

L’équation x? +x — 1 = 0 est du second degré.

-1-+5 _—1+45

Elle a pour discriminant A =144 =5 et pour racines x; = — et xo 5

La premieére est strictement négative. Montrons que la seconde se trouve dans ]0,1[ :
Comme 9 > 5 > 4, alors (x + \/z strictement croissante sur R et 9, 5 et 4 sont positifs) 3 > v/5 > 2 donc
2> —1++/5>1 et finalement 1 > 29 > 1/2.

—1++5
—
Orpourx7éflonaf(x)::z:<:>H%x:z<:>1:z2+:r<:>z2+z71:0
Donc I'équation f (z) = = a les mémes solutions (pour z # —1 ) que la précédente.

Donc I’équation a bien une unique racine sur cet intervalle et 7o = x9 =

Donc 74 est 'unique solution de I'équation f (z) = x sur ]0,1].

2 1 1
Sil/2<ax<Tlalors3/2<x+1<2donc 3 > P > 3 car la fonction inverse est strictement décroissante
T
sur |0, +oo[ et que ces éléments en font partie.

Donc f (z) € [1/2,1].
f est dérivable sur [1/2,1] et f'(z) = —1/(1+2)°> <0 et |f' (z)| =1/ (1 +z)°

1 3 2 1 1 2\? 1 \? 1\? , )
SliSxﬁlalors§§x+1§2donc§2 > t (=] > > 3 car la fonction carré

—e
r+1 7 2 3 z+1
est strictement croissante sur [0, +oo[ et que ces éléments en font partie.
4
Donc [si x € [1/2,1] alors | f/ (z)] < 9

On considere la suite défnie par ug =1 et up+1 = f (un)-

i. Pour n € N, on définit la proposition P(n) : "u, € [1/2,1].”
Initialisation : ugp = 1 donc ug € [1/2,1], P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres 'hypothese de récurrence, u,, € [1/2,1], alors, d’apres la question précédente, on a f (u,) € [1/2,1].
Donc u,11 € [1/2,1], P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : Pour tout n € N : u,, € [1/2,1].

ii. f est continue sur [1/2,1] et dérivable sur l'intervalle ]1/2,1[. De plus, d’apres les précédentes questions,
up € [1/2,1], r9 € [1/2,1] et | f' (z)] < g pour tout x de [1/2,1]. Donc, d’apres I'inégalité des accroissements

finis

4 4
|f (un) = f(r2)| < 5 [un — 72|, done |upir — 7o < & fun — 12
9 9
iii. Et on prouve la majoration de la suite par récurrence :

4 n
Pour n € N, on définit la proposition P(n) : ”|u, — 2| < <9) J

Initialisation : ug =1 et comme 1/2 <7y < 1 alors 0 <wup—1re <1/2 < (%)0 et done |ug — 13| =< (%)0.
P(0) est donc vraie.

Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
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4 n
D’apres 'hypothese de récurrence, |u, — ro| < (9) alors en multipliant 'inégalité par 4/9 > 0 on obtient

4 4 n+1
g [, — 12| < (9>

4 n+1
Un+1—7“2|§9|un—7"|§<9) .

P(n + 1) est donc vraie.

4 n
Conclusion : | Pour tout n € N : |u, —ro| < (9) .

Comme [4/9] <1 on a (4/9)" oy 0 et par encadrement u,, — 75 oy 0.
n——+oco n—r+00

’La suite (uy) converge bien vers 7. ‘

2. Résolution numérique de I’équation 2> + 2?2 +2x—-1=0 (0 <z < 1)

(a) Soit g (z) =23 + 2% + x — 1. g est dérivable sur R et ¢’ (z) = 32% + 2z +1 > 0 sur |0, 1[.
g est continue et strictement croissante sur |0, 1] et elle réalise donc une bijection de ]0, 1[ dans | lim, 0 g(z), lim, 1 g(x)[=
] — 1,2[. D’apres le théoréme de la bijection, comme 0 €] — 1,2[, I'équation 2® + 2% + x — 1 = 0 a bien une
unique solution sur |0, 1[.

2 1
s 5 < 0 sur [0, +ool.

(b) f est dérivable sur [0, +oo[ (car 2> +z+1#0) et f'(z) = ————
(22 +z+1)

1 9 1
Donc f est strictement décroissante sur cet intervalle et comme f(1/3) = +——5—— = — <let f(1) = -
gtsgt 1 13 3
Donc pour tout = € [1/3,1] on a f (z) € [1/3,9/13] et donc f(z) € [1/3,1]

(c) f' est dérivable sur [0, +o00] et

. 22 +2+1)° — (e +1)2(22+2+1) (20 +1)
fr@) = - ($2+$+1)4
_2(:c2+:c+1)—(2m+1)(2x+1)
(22 +z+1)°
_23324—90—1—1—43:2—435—1
(22 + 2 +1)°
3% + 3z
(22 +z+1)°

Donc f7 > 0 sur ]0, 400 et [’ est strictement croissante et négative sur cet intervalle.

Donc si 1/3 <z <1 alors
0> /(1) > f (2) > £/ (1/3) = —135/160

et donc |f (z)] < 135/169

Donc | pour z € [1/3,1], |f' (2)] < —.

(d) e Montrons que 3 € ]1/3,1].

NN 11 1 1+3+9-27 14
— ) = — — -1l = —— < 0= .
g<3> TRECI 27 27 9(rs)

Or g est strictement croissante sur ]0, 1[, ainsi 1/3 < r3. De plus, on sait que r3 €]0, 1], donc r3 € ]1/3,1].
e On remarque comme précédement que

fl@)=z+=1l=z(@®+2+1)<=2"+2°+z-1=0.

L’équation f (z) = x a donc également r3 pour unique solution sur [1/3,1].
e Montrons par récurrence que pour tout u, € [1/3,1].
Pour n € N, on définit la proposition P(n) : "u, € [1/3,1].”
Initialisation : ugp =1 € [1/3,1]. P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres 'hypothese de récurrence, u,, € [1/3,1] alors d’aprés la question 2.(b) f (uyn) = unt+1 € [1/3,1]
P(n + 1) est donc vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, u,, € [1/3,1].



e f est continue sur [1/3, 1] et dérivable sur I'intervalle ]1/3, 1. De plus, d’apres les précédentes questions, u,, €
35
[1/3,1], r3 € [1/3,1] et |f' (z)] < Tgo POUT tout x de [1/3,1]. Donc, d’apres I'inégalité des accroissements
finis

135

|§@|Un—7"3~

|1 — 13| = [f (un) — f(r3)

135\"
e Par récurrence, pour tout entier n : |u, — 3| < <169> lug — 3.
2

1
Etcomme§<r3<u0:1alorsO<u0—r3>§

2 (135\"
lusion : |V N:lu, —r3|< = —
Conclusion n € |ty, — 73] (169)

e Comme [135/169] < 1 on a (135/169)" = 0 et par encadrement u,, —rs — 0.

n—-+oo

’La suite (u,,) converge bien vers rs. ‘

, . 2 /135\"
(e) L’écart entre u,, et r3 est plus petit que 30760 )

2 /135\"
Donc pour avoir une valeur approchée de 75 & 1078 pres, il suffit de donner w,, pour 3 ( 169) < 1078 et donc

, 2 (135\" . . el .
de calculer les valeurs successives de u,, et de p = — ( ) jusqu’a ce que la valeur de p soit inférieure a

3 \ 169
108,
u=1
p=2/3

while p> 100 —8):
p=p=*135/169
u=1/(u®>+u+1)

print("u”)

Partie 11
1. Etude de I’équation 2™ + 2V "'+ ... 4+ 224+ 2 —a =0

On note fy la fonction polynome définie par fy () =2V + V"1 ... 422 4+ 2 —a.

(a) On étudie les variations de fy sur R* : fy est dérivable sur Rt et f4 (z) = Na¥~! + ... +1 > 0, de plus
fn(0)=—-a<0et fy(x) = +00,. Comme fx est continue et strictement croissante sur R*, fy est une
Tr—r+00

bijection de RT dans [—a, +o0.
Comme 0 € [a, +oo[, d’apres le théoréme de la bijection 1'équation fy (z) = 0 a une unique solution sur RT.
Si N >aalors f(1)=N —a>0,or fy est strictement croissante, comme fy (zy) =0 < fn (1) on obtient

TN 6}0, 1[.

(b) Comme fy(z) = (Z xk> —a,ona

k=1

(z—1) fn (2)

I
0
=
N
N
M=

) 2) - () (54) e

N+1 N
(Z ﬂ) - Zxk> —a(x—1) avec le changement d’indice ¢ = k + 1

= 2" _r—a@z-D =2 - (a+ 1z -1

2. Racine positive de I’équation 2V + 2V "1+ ... 4+ 22 + 2 —a =0

(a) e Oncalcule fyi1 (zn) =N +aN + -+ 23 +oy —a= fy(zy) + i

%“ > 0 on a bien ’fN+1 (zn) > fn (zN)

e Comme fyi1(zn) > fyv(zn) = 0 = fni1(ony1), done fanii(on) > fyi1(zng1) et comme fyig
est strictement croissante sur RT, xny > ayy1. La suite (xy) est décroissante et minorée par 0 donc

Et comme x

’ la suite (zy) converge vers une limite x*.




e Comme zy > 0 pour tout entier N, on a par passage a la limite x* > 0.
Soit A un entier A > a, comme (zy) est décroissante, alors pour tout N > A, on a xy < T4 et par passage
a la limite * < x4 < 1.

Donc la suite (zn) converge vers un nombre ’ x* appartenant a [0, 1]. ‘

(b) Comme la suite (zy) est décroissante, si N > A alors 0 < xx < x4 , et comme la fonction puissance N#¢™me
est strictement croissante sur Ry et que 24 et 2y en sont éléments, 0 < (zy)" < (z4)".

)N — 0. Donc par encadrement xx~ — 0.

N—+o00 N—+o00

— (a4 1)z + a on a en particulier

Soit A > a, on a alors 0 < x4 < 1 donc (x4
Comme (z — 1) fy (z) = 2V +!
(zn — 1) fn (zy) = 2N = (a+ 1) 2y +a = 0.

Par passage a la limite dans cette égalité :

0—(a+1)ax*+a=0

a
a+1

*

Donc, comme a +1# 0, |z* =

(c) On reprend 2N ™ — (a+1)zy +a=0et oy = aL—Fl (I4+en)

On a donc
a N+1 a N+1
0:|:a+1(1+EN):| —a(1+€N)+a:|:a+1(1+5N):| —aeN
u N+1
aEN = Ll‘f'l (1 +5N)]

Comme tout est strictement positif (exy > 0 car 2* < ay =2* (1 +en) )

In(aen) = (N +1)In (ai - (1 +5N)>
In(a)+In(ey)=(N+1) [ln (a+1> +1n(1+eN)} .

En multipliant de part et d’autre par ey :
(N+1)en {ln (aj—l) +In(1 +£N)} =enyln(en) +enin(a)

Comme zln(z) — O0et ey — 0, alorseyIn(eny) +exyln(a) — 0.
z—0 N—+o0 N—+oo

De plus, In (1 + ) Ny 0 et In (a—(ll—l) # 0, donc

—+oo

a

1 .
Donc | (N + 1) ey N_>—+>OOO

Ona (1 +€N)N+1 — e+ In(l+en) o) . |
n(l+en

1
EN N—4oc0
donc In(1
n(l+e
(N—i—l)ln(l—i—sN):(N—i—l)sNu 0.
EN N—+oc0
Finalement, par continuité de la fonction exponentielle en 0, | (1 + ¢ N)N+1 N—+> 1.
— 400

3. Taux d’intérét permettant la réalisation de l’investissement



(a) On calcule la valeur future & ’issue de N années. Les dividendes du placement produisant des intéréts on aura :
le dividende S de 'année 1 produit S (1 + r)Nfl (en N — 1 années de placement ) & I'issue de année N
le dividende S de année 2 produit S (1 +7)" "2 (en N — 2 années de placement ), . ..
Le dividende S de 'année N ne produit pas d’intérét.

On aura donc au final S (1 + T)N_l +S(1+ T)N_2
) de

+ -+ S soit une valeur présente (en divisant par (1 + )"

S S . S S S
(1+r

WA T O T ar e T Ay

et compte tenu de l'investissement initial, la valeur présente (a la fin de Pannée 0 ) de U'investissement décrit
ci-dessus est égale :

s . s ... 5 . s
(1+n"  @+n! (1+r)?* (1+7)

VP(r) = — So

L’investissement précédent est alors réalisé si et seulement si l'inégalité VP (r) > 0 est vérifiée, c’est-a-dire
s’il est financierement plus intéressant de réaliser 'investissement projeté que de placer la somme Sy au taux
d’intérét des placements comme on l’a décrit plus haut.

(b) L’équation VP (r) = 0 s’écrit avec a = Sy/S

1\ 1\ LN\, 1 S 1
VP(T)ZS((I—H") +<1+T> +”'+<1+r> _|_(1+T)—S>:0<:>fN<1+r):OavecN>a.

Or I’équation fy (x) = 0 a une unique solution zy €]0, 1] donc

f b 0= b & 1 1>0
= €T = r=-——
N 1+r N 1+7r TN

L’équation a donc pour unique solution ry = — — 1.
TN
L’investissement est réalisé si et seulement si VP (r) > 0= VP (ry).
La fonction V P est la composée de r — 1/ (1 + r) décroissante sur R™ & valeurs dans R™ et de S- fx strictement

croissante, donc V' P est strictement décroissante. On a alors :
0=VP(rn)<VP(r)<=r<ry.

Remarque : le fait que la valeur présente de 'investissement soit décroissante en r rend le placement d’autant
plus intéressant que le taux d’intérét est plus faible.

1
(¢) La suite (xy) est décroissante et strictement positive, comme ry = — — 1, la suite (ry) est croissante
TN
a 1
Onazxzy — a*=—— >0 donc par continuité de la fonction ¢t — — — 1 sur |0, +oo|,
N—+oo a+ 1 t
. a+1 1 1 So N
r —l=—-=—==r"
N Nofe a a S
So
Ona|r*=—.
S

Partie III
1. Etude de ’équation N2V + (N — )2Vt +... + 222+ 2 —-a=0
On note gy la fonction polynéme définie par : gy (z) = NV + (N — 1) 2V "1+ ... + 222 + 2 — a.
(a) Comme précédemment : gj, > 0 sur RT, gy (0) = —a < 0 et hI}_l gn(x) = 400 donc par bijection 1’équation
xr—r+00

gn (z) = 0 posséde une unique racine strictement positive yy.
Comme gy (1) =14+2+---+ N—-—a=N(N+1)/2—a,si N(N+1)> 2aalors gy (1) >0 = gy (yn) et
comme gy strictement croissante, on a alors yy € ]0,1][.



(b) On développe

N
(z—1)72gn(z) = (z— 1)2kak —a(z—1)°
k=1
N N N
= Z kxkt? — 2 Z kaktl 4 Z kx® —a(x —1)® puis on réindexe dans les deux premiéres sommes
k=1 k=1 k=1
N+2 N+1 N
= > (k=22"-2> (k—-1)2"+> katf —a(@-1)
k=3 k=2 k=1
N+2 N+2 N+1 N+1 N

= —Zka—FZkxk—QZkmk—FQka—Fkak—a(aj—l)z.
k=3 k=3 k=2 k=2 k=1

Tous les termes communs ( de k =3 & N ) aux sommes se simplifient et il reste :

(z—1)%gn(z) = —22V2 4L (N+2)2V 24 (N +1) 2V —2(222 + (N + 1) 2V ) +22° + 1z + 222 —a(z — 1)°
NaN*t2 - (N + 1)V 4z —a(z —1)?

On obtient la relation (x%) : (z — 1)> gy (z) = NzVT2 — (N + 1) 2Nt 4+ 2 —a (x — 1)°.

2. Racine positive de I’équation Nz&V + (N —1)zV "1 +... 4+ 222 + 2 —a=0

(a) Comme précédemment g1 (yn) — gn (yn) = (N + 1) yN ™ > 0 donc gni1 (yn) > gn (yn)

Comme gy (yn) = 0 = gn+1 (yn+1), on a alors gyi1 (yn) > gn+1 (Yn+1) et comme gn est strictement
croissante sur R* yy > yn.1, donc la suite (yy) est strictement décroissante et minorée par 0.

Donc ’ la suite (yn) converge. ‘

SiN>A(A+1) > 2a,alors 0 < yy < ya <1 et ainsi y* € [0, 1].

(b) Pour N > A comme la suite (yx) est décroissante, et que la fonction puissance N est croissante sur R™, on a
comme précédemment
0<NynN <Nya?.
Et pour A tel que A(A+1)>2aona0<ys<let Nys™ — 0 (car o = o(1/N)si|al <1).
oo
Et par encadrement N yy ¥ — Oet yy¥ — 0 également.
N —+o00 N—4o00
D’apres la relation (xx)en yy, on a
0=Nyv "= (N+1) yn "' +yn —alyn —1)°
et par passage A la limite 0 = y* — a (y* — 1)%
On résout donc ’équation du second degré :

ay® — (2a+ 1)y +a =0,

1
dont le discriminant est A = (2a+ 1) — 4a2 = 4a + 1 > 0 et les racines sont % (2a+1—+V4a+1) et
a

1
2—(2a+1+\/4a+1)>1+2—>1
a a

or comme y* € [0, 1],

y*:%(2a+1—s/4a+1) .

a

On modifie les hypotheses précédentes et on suppose désormais que 'investissement considéré, qui nécessite toujours
I’apport initial d’une somme Sy 'année 0, rapporte de plus en plus pendant chacune des [N années suivantes, comme
suit : une somme S 'année 1, une somme 2S5 'année 2, une somme 3.5 'année 3,... , une somme NS ’année N.

3. Taux d’intérét permettant la réalisation de l’investissement

(a) Comme précédemment

NS (N-1)S 25 S
+ +ot

VP(T):(HT)N Qrr¥ T T

- So.

Linvestissement précédent est alors réalisé si et seulement si l'inégalité VP (r) > 0 est vérifide.

6



1
(b) Comme précédemment VP (r) =0 < gy () = 0 avec a = Sp/S posseéde une racine strictement positive

1+7r
ry et une seule lorsque N (N +1) > 25,/5, et ry = Z%N — 1 et pour les mémes raisons de sens de variation
I'investissement décrit est réalisé si et seulement si r < ry.
(¢) Comme précédemment la suite (yx) est décroissante et positive et ry = yiN —1, donc la suite (ry) est croissante

et par passage & la limite avec a = Sy/S

1 2a
T S B e
Via+1-1
20 4+1—+4a+1
(VAa+1-1) (2a+1—4a+1)
(20 +1—+V4a+1) (2a+1+V4a+1)
—6a+2(a+1)via+1

4a?

1 3 1
= a<—2+(a+1) 1+2a>




