Mathématiques
Corrigé du DS n°6

Exercice 1.

Tous les théoremes et les propriétés doivent étre énoncés avec leurs hypothéses précises.

Résultats de base

1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3, rappeler les résultats suivants

n 1-— q"fl . n
2
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a) Vg € R, q° = 1—g¢q ' b) k= 5 3

k=2 n—1 sig=1 k=3
2. Soit (a,b) € R?, rappeler les résultats suivants
) ) ) .9 ) cos(a + b) + cos(a — b)
a) sin(a+b) = cos(a) sin(b)+sin(a) cos(b) b) sin“(a) = 2sin(a) cos(a) c) cos(a) cos(b) =

2
Analyse

> lim w,, = +00”.

3. Donner la définition avec des quantificateurs de’
n—-+oo

VYA >0,3N € N,¥n > N,u, > A.

4. Donner la définition des suites adjacentes, puis donner les propriétés des suites adjacentes.

Soient (un), ey €t (Vn), ey deux suites réelles. On dit que (), ¢y €t (vn),cy sont adjacentes si :
— (un), ey est croissante,
— (vn),cn est décroissante,

— nll}rfoo (vp —upn) =0.

Soient (un),,cy €t (vn)
méme limite [ € R.

nen deux suites réelles adjacentes. Alors Vn € N, u,, < v, et les deux suites tendent vers une

5. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle, c’est-a-dire, si f est continue sur le segment
[a, b], alors, pour tout réel A compris entre f(a) et f(b), il existe (au moins) un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) = A.

6. Donner la définition d’une asymptote oblique a la courbe d’une fonction f au voisinage de +oc.
Soit f une fonction définie au voisinage de +oo. Si zEToo f(x) = (ax 4+ b) = 0, alors on dit que la droite d’équation
y = ax + b est asymptote oblique & la courbe représentative de f au voisinage de 4o0.

7. Enoncer le théoreme des accroissements finis.
Soit f une fonction définie sur [a, b]. On suppose que f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[. Alors, il existe
¢ €]a, b tel que

f(b) = fla)

7o) =02

Polynomes

8. Soit P un polynoéme, donner deux propositions équivalentes & ”xg est racine d’ordre n de P”.
"1 est racine d’ordre n de P” est équivalent & ” (X — x)" divise P mais (X — x¢)" ™! ne divise pas P”.
C’est également équivalent a "Vk € [0,n — 1], P®¥)(x9) = 0 et P (xq) # 0.”

9. Donner la définition de R,,[X].
R, [X] est Pensemble des polyndémes de degré inférieur ou égal & n.

10. Enoncer le théoreme de la division euclidienne des polynomes.
Soient A € R[X] et B € R[X] avec B # 0. Alors il existe un unique couple (@, R) de polynémes tel que :

A=BQ+ R avecdeg(R) < deg(B).

Probabilités finies

11. Donner la définition d’un systeme complet d’événements.

Une famille (A, ..., A,) d’événements est un systéme complet d’événements si les 4; sont deux & deux incompa-
tibles et leur réunion fait 2.



12.

13.

14.

Donner la formule des probabilités totales.
Soit (Ay,...,A,) un systéme complet d’événements, alors pour tout événement B, on a

P(B) = ZH:P(Ak nB).

k=1

Soient X une variable aléatoire finie et g : X(2) — R une application, énoncer le théoréme de transfert.

L’espérance de g(X) est donnée par

E(g(X))= Y g(@)P(X =)

zeX(Q)
Définir la loi binomiale. Donner son espérance et sa variance.
X(Q)=1[0,n] et VEe[0,n],P(X=k) = (k)pk(l —p)k,
On notera X < B(n,p).

EX)=np et V(X)=np(l-p).

Algebre linéaire

15.

16.

17.

18.

19.

Soient A = (a; ;) € My p(R) et B = (b; ;) € Mg,(R), donner la condition pour que AB existe.
Dans ce cas C' = AB et on pose C = (¢; ;), préciser la valeur de ¢; ; et pour quels i et j.
AB existe si et seulement si p = ¢. On a alors

p
V(i,j) € [Ln] x [Lr],  cij =Y aixbu,-
k=1

Soient n > 2 et (A4, B) € M, (R)?, les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.
(a) Si A est symétrique, alors A est diagonale.

. 1 2 Lo . . L .
Faux. Par exemple, la matrice (2 1) est symétrique mais n’est pas diagonale. (La réciproque est vraie)

(b) Si A et B sont inversibles, alors A + B est inversible.

Faux. Par exemple, si A = I,, et B = —1I,, alors A et B sont inversibles mais pas A + B = 0,.
(c) Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible.

Vrai. L'inverse est (AB) "' = B~'A~! car (AB) (B7'A™!) = AA = 1,.
Soit A une matrice de M, (R), donner deux propositions équivalentes & ” A est inversible”.

7 A est inversible” est équivalent & ”3!B € M, (R),AB=BA=1,".
C’est aussi équivalent & ”Soit X € M,, 1(R), AX = 0 est un systeme de Cramer”.

Soit F un espace vectoriel, rappeler les points a démontrer pour que F soit un sous espace vectoriel de F.

— FCE
— Og € F (ou F #0)
— Vaz,y e Y\ ueR, X-z+p-y € F. (stabilité par combinaison linéaire)

Soit (fi)1<i<n une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E, donner les définitions suivantes (avec des quanti-
ficateurs) :

(a) La famille est libre,
Pour tout (A1,...,\,) € R" tel que

Xi-fi=0p = Vie[ln], x=0.
=1

(b) La famille est génératrice de E,

Vect(f1,..., fn) = E.

(¢) La famille est une base de E.
(fi)1<i<n est une base d’un espace vectoriel E si elle est libre et génératrice de E.
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20. Donner une base de chacun des espaces vectoriels ci-dessous (sans justification, les calculs peuvent étre faits au

brouillon) :
0
0 (

T 3x + 2y
{() tel que {6m+4y

est une base de F.

) By = ( tel que —x+3y—2z=0

-2
( 0 est une base de Ej.

Exercice 2.
1.(a) On a

P2:(11 1)(11 1>:<02 (2)>
P4:(P2)2:(—02 (2)>(—02 ?))Z(_04 —04):_412

Comme P € M3(R),1x1—(—=1) x1=2%0, alors P est inversible et d’aprés la formule de Cramer

1/1 -1
_1_7
P _2<1 1)

_ 1 5/8 3/8 1 1
D = PTLAP (1 )(3/8 5/8)( 11
11 1/4 1 12 0 _
—o2\1 1 -1/4 1) ~"2 0 1)~
D est donc une matrice diagonale.
2. On a
1 1 -1 a 1—-a 1 1 1 1 -1 20 —1 1
_ -1 _ —

D“P'A'P2<1 1)(1—a a )(—1 1)2(1 1)(1—2a 1)

_ 1/ 4a-2 0\ _(2a-1 0

2 o 2 ) 0 1

D, est donc une matrice diagonale.
3. Soit Y = P~1.Z.P.

(a) Comme P est inversible, on a les équivalences suivantes

=A & P'722=P'A & P 'Z’°P=P7'AP & P lZPP'ZP=P'AP & Y?=D,

(b) soity<§ ?)

i. L’équation (2) est donc équivalente &

Ty z y\ _ (2a-10 PN 22 +yz xy+uyt ~( 2a—-1 0
z t z t ) 0 1 zr+tz yz+t2 ) 0 1

(b) On a
)=3(n ) (2% o)
1

22 +yz=2a—1 2?4+ yz=2a—1
zx+tz =0 z(x+t)=0
< =
xy+yt =0 ylx+t)=0
yz+t2 =1 yz+t2 =1

ii. On raisonne par ’absurde : on suppose que x +t = 0.
2 2
- +yz=2a—1 r*+yz=2a—-1
@) = { yz+t2 =1 < yz+22=1 carx = —t

On obtient donc que 2a—1 =1, ainsia =1 Or 0 < a < 1, on obtient donc une contradiction. On en conclut
que = 4+t = 0 est impossible. Donc x + t # 0.



iii. Comme = 4+t # 0,

224+ yzr=2a—1 22 =2a—1
@ © e R
yz+t2 =1 =1

— Si2a—1<01ie. a<1/2 il n’y a pas de solution.

— si2a—1=01ie a=1/21ily a deux solutions : (z,y, z,t) = (0,0,0,1) et (0,0,0,—1)

— et sia>1/2,ily a4 solutions (z,y,2,t) = (v2a —1,0,0,1), (—v/2a —1,0,0,1), (v/2a —1,0,0,-1) et
enfin (—\/Za —1,0,0, —1)

(c) On rappelle que
Y=P'2ZP & Z=PYPl

Ainsi, a des valeurs différentes de Y correspondront des valeurs distinctes de Z. De plus,
Y solution de (2) < Z solution de (1).
Il y aura 0, 2 ou 4 solutions & (1) suivant que a < 1/2, a =1/2 ou a > 1/2.

(d) Avec a =5/8 > 1/2, ainsi il y aura 4 solutions. On a v/2a — 1 = 1/2 et les solutions sont avec z = £1/2 et
t==1

_ 1 1 1 x —x 1 x4+t —x+t
— 1_ _ = _ _Z
Z=bype= 2(—1 1><t t) 2(—x+t x+t)
Les solutions de (1) sont donc

(0 3 ) (e 12 ) o2 (W ol ) o2 (5 92

Exercice 3.

Soit n € N, on note :
1 2 1 2
I, :/ e (1—a)"dx et In :/ ze (1 —z)"dx.
0 0

1. (a) Soit f(x) = ze=™" . f est dérivable sur R et

T 0 1/vV2 1
1 — 222 poly + 0 —
f'(x) + 0 -
ze " 0 / 1/V2e N\, 1Je
(b) On a d’apres les variations, pour tout x de [0, 1]
0<ze <
xe —
B T V2e
Comme sur [0,1] on a 1 —z > 0 on a alors pour tout z de
ke 1- "
[0,1] L0< e 1-2)"< a-=y
2e

Enfin comme 0 < 1, on peut intégrer I'inégalité :

v La—a) 1 1—az)"*!
OS/ (1_33)”%/ (12" l_( z)
0 0

V2 V2e

=0

donc )
0<J, <—

T V2e(n+1)

(¢) Comme lim — 0, par encadrement on a alors lim ., =0.
n—+oo n + 1 n—-+00



1
2.(a) Ona I, = / 679:2(1 — z)"dx. On effectue une intégration par parties. Soit u (z) = e et 0 (x) =
0
1 n
et v (z) = —2ze=" et v (x) =— 1 (1—2)" ™" avec u et v de classe C'. Alors
n
1 2 1 n+1 2 ! 1 2 1
/ e (1l—z)"dx = [ (I—xz)""e™™ ] —/ —2ze™ " x — (1—2)"
0 n + 1 2=0 0 n + 1

1 2 L 712 n+1
= - ze ™ (1—2)"" dx
n+l n+1),
1 2
— — 7‘]71
n+l n+17"
(b) Comme lim —0et lim J,=0,o0naalors lim I, =0.De plus,
n—+oon + 1 n—+4o0 n—4oo
1 2 n 1 2
I, = ——Jn =— - In
" n<n+1 nt 1 “) n<1+Un 1+1/n “)
Ainsi lim nl, = 1.

n—-+oo

(1—a)"



