Corrigé du DM n°3

Soit (x,) une suite numérique qui vérifie, pour tout entier naturel n, la relation :

Tpt2 = gxn+1 + g‘rn

1. La suite (z,) est une suite récurrente linéaire d’ordre deux.

Son équation caractéristique r2 — %r - % = 0 a pour discriminant A = é + % = % et pour solutions
1++v13 1—+13
r=—F7—— e rnp=—-:

6 6

Il existe donc deux réels A et B tels que pour tout n € N: x, = A(r1)" + B (r2)" .
Et ces deux racines appartenant & |—1,1[ on a alors (r1)" — 0 et (r2)" — 0.

Conclusion :| lim z, =0
n—-+oo

a et b sont deux réels supérieurs ou égaux a 1.
On étudie la suite numérique (u,) définie par : ugp = a w3 = b et pour tout entier naturel n :

Un+42 = \/Un + vV Un+1

2. (a) Pour n € N, soit P, la proposition : "u, et u,41 sont définis, u, > 1 et up4q > 17.
Initialisation : ug et uy définis ug = a > 1 et uy = b > 1. Donc Py est vraie.
Hérédité : On suppose P,, vraie pour un n € N fixé. Montrons que P,, 41 est vraie.
Par hypothese de récurrence, u, > 1 et up41 > 1 alors u, 1 > 0 et w2 = /u, + V/Un+1 est bien défini (car
Up >0 et upp1 >0) et uppo > 2> 1. Donc P,41 est vraie.

Conclusion : ‘ D’apres le principe de récurrence, on a : pour tout n € N : u,, est définie et u > 1. ‘

(b) Siw a une limite finie ¢ alors £ > 1 et w41 et u,4o également.
La fonction v étant continue sur Rt et £ en étant élément, £ = /0 + /¢
donc 2 = 4¢ d’ou £ = 4 ou £ = 0 et comme ¢ > 1

Conclusion : ‘ la seule limite possible de la suite (uy,) est 4. ‘

3. On se propose d’établir la convergence de la suite (u,) par 'étude d’une suite auxiliaire (v,,) définie, pour tout

entier naturel n, par :
1
Up = 5\/’114” -1

(a) On a u, =4 (v, + 1)2 alorssi lim v, =0 alors lim wu, =4.
n—-+4oo n—-+oo

(b) On simplifie I’égalité par équivalence : (24 v, # 0 )

UnJrl + Un

U2 T 00 T unre) (24 Vn2)vnsa = Vs 0

1 1 1 1
(o ) () 1+

1 1 1
2<4Un+2_1> :§M+§\/1Tn—2
Un+2 = y/Un+1 + VvV Un

cette égalité étant vraie, la premieer également.

[

UnJrl + Un
2(2 + Un-‘,—?)

Comme u,19 > 1 alors v,410 = %,/un+2 —1> —% et 2(2 4 vpgo) > 3 donc

Conclusion : | pour tout entier naturel n : v, 1o =

1
Un+42 S g ('UnJrl + Un)

Et comme (inégaité triangulaire) |a + b| < |a| + |b| pour tout a et b réel :

Conclusion : | [vn12| < § (|vng1| + |vnl) -




(¢) On note (x,,) la suite définie par : zg = |vg|, 1 = |v1]| et, pour tout entier naturel n,

1
Tp42 = §$n+1 + gxn
Pour n € N, soit P,, la proposition : 70 < |v,| <z, et 0 < |vpq1] < @pyr”.
Initialisation : Pour n = 0, on a 2o = |vg|, 1 = |v1|. Donc Py est vraie.
Hérédité : On suppose P, vraie pour un n € N fixé. Montrons que P, 11 est vraie.
Par hypothese de récurrence, |v,| < @, et |vp41| < @y alors

‘Un+2| < (|Un+1| + |Un|)

S o (In + xn+1) = Tn+2

Wl Wl

Donc P, 41 est vraie.

Conclusion : | D’apreés le principe de récurrence, on a : pour tout entier n, 0 < |v,| < 2. ‘

Comme lim =z, = 0 d’apres la premieére question, alors par encadrement :
n—-+oo

Conclusion :| lim v, =0
n——4oo

Exercice facultatif.

L. (2) Caleul L1 S 11 1.5
.(a) Calculer a; = >, —— = as = _  —Z4-=Z
YT a1k TP &2k 273 6
(b) On effectue dans a,+1 = >, ———— le changement de variable j = k + 1 ce qui nous donne
i—on+1+k
n+1
=S map L L L L 1L
et j:1n+j " n+n+1 n+n n "Toam+1 2n n " oam4+1 2’
-1 < 0 donc la suite (ay,) est décroissant
apt1 — ap = ————— < 0 donc la suite (a,,) est décroissante.
i 2n(2n +1)

(¢) ay est la somme de termes positifs donc a,, > 0 donc la suite (a,) est minorée par 0 et elle est décroissante
donc elle converge.

1
lim In(z+1)—Ilnz= lim ln(l—i—):O.
x

r—+o0 r—+o0

1
On pose f(z) =In(z +1) —Inz — =. Pour x €]0, +-o0],
T

1 1 1 22—zx+1)+(x+1) 1

!
— [ = = 0.
(@) x+1 x+m2 x2(x+1) x?(x +1) >0

La fonction f est croissante sur |0, +oo[ et hrf f(z) = 0. Ainsi la fonction f est négative sur |0, +oo] ce qui
T—r+00

démontre la seconde inégalité.
1
On pose g(z) =In(z+1) —Inz — o Pour z €]0, +o0],
x
1 1 1 zz+1)—(z+1)2+z -1

/ — _ — = go.
g(@) x+1 =z + (x+1)2 x2(x+1) 22(x+1)

La fonction g est décroissante sur ]0, +o00[ et liI_P g(x) = 0. Ainsi la fonction g est positive sur |0, +o00| ce qui
rT—+0o0
démontre la premiere inégalité.

(b) En remplacant x par n + k dans 'encadrement précédent, on obtient

1 1
—— <1 k+1)—1 k)< ——
n+k+1 n(n+k+1) —In(n + k) n+k
donc
n—2 1 ’rf n—2 1
> —— <) (mn+k+1)—In(n+k)) <
k:0n+k+1 P k:0n+k



(¢) On reconnait une somme télescopique

i
[\~]

(In(n+k+4+1)—In(n+k)) =ln(n+n—-2+1)—In(n+0) =In(2n—1)—lnn =1In (

~
Il

0

1

oy et le changement de variable j =k — 1 < k = j 4+ 1 nous donne
n

1 n—1
(d) an——= 2
no k=1
n—2
1 1
== kzzom~

(e) Tl est immédiat que
1
2n —1 n+k’

an

(f) Les deux questions précédentes montrent que

et
In(2 1 1 = In(2 L + L
. n) ST o . n) Top—1 S
donc ) )
1 1
In{2—— <ap,<In(2——)+—.
n 2n—1 n n

On remarque ensuite que

1 1 1 1
lim In <2>+ = lim In <2>+1n2
n—-+00 n 2n—1 n—400 n n

donc le théoreme d’encadrement montre que

lim a, =1n2.
n—-+oo

2n —1

n



