Mathématiques
Corrigé du DS n°4

Exercice 1.
1. w est une composée de fonctions dérivables plusieurs fois sur R, ainsi Vz € R,

7:”2

w(zr) = e
w'(zr) = 2z
w'(x) = =2 e (—22)2 e = (422 —2) e
w(z) = 8ze ™ + (422 —2)(~2z)e " = (—82° +12z)e "
Ainsi Vx € R,
Hy(z) = —e”’z(—2xe_'7”2) =2z
Hy(x) = e (42 —2) e_wz) =42° -2
Hs(z) = —e™ (—82%+12z) e_wz) =8z — 122

¥z € R, Hy(x) =22, Hy(x) = 42 — 2 et Hy(x) = 82° — 12z,

2. Soient n € Net z € R,
2
Hy(z) = (=1)"e” w™(2)

En dérivant on obtient :

H\(z) = (-1)" 22) ¢ w™(2) + (=1)" " 0" (z) = 22 H, (z) — (=1)"" e 0D ()

Donc Vx € R,
H! (z) =2x Hy(x) — Hpy1(z) =22 Hy(x) — H, ()

’Pour tout n dans N et pour tout z dans R : H,,1(x) = 2z H,(z) — H] (x). ‘

3. Raisonnons par récurrence.
Pour n € N, on définit la proposition P(n) : " H,, est un polynéme de degré n.”
Initialisation : Vo € R, Hy(x) = 1.
P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.

Vr € R, Hyi1(z) =2x Hy(x) — H ()

x> 2x, H, et H], sont des polynémes. Ainsi H,,11 est un polynome.

D’apres 'hypothese de récurrence, H,, est un polynéme de degré n donc x — 2z H,(x) est un polynome de degré
n+ 1 et H], est un polynéme de degré strictement inférieur a n.

Par conséquent H,, 1 est un polynome de degré n + 1.

P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : ’Pour tout n dans N, H,, est un polynéme de degré n.

4. Soit = un réel.
Hy(z)=1
Hy(z) =2x Ho(x) — Hj(z) =
Hy(z) =2x Hy(z) — Hy
Hs(x) =2x Ho(x) — H) (422 —2) —8x =8x3 — 122.
Hy(x) =2z H3(z) — Hij(z) =22 (82® — 122) — (242 — 12) = 16 2* — 4822 + 12.
Nous avons ainsi retouvé les résultats de la question 1. De plus :

Vx € R, Hy(r) = 162" —482% +12.
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5. Pour tout n dans N, notons a,, le coefficient du terme de plus haut degré de H,,.
Onaag=1car Hy=1.
Soit n € N, le terme de plus haut degré de H,, est a, z". Ainsi le terme de plus haut degré de z +— 2x H,, est
2a 2™t De plus H/, est un polynome de degré strictement inférieur a n.

Le terme de plus haut degré de = — 2z H, — H),, donc de H, 11, est alors 2a, 2™, Ainsi
Unt1 = 2 ap.
(an) est la suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1. Donc

vneN, a, =2".

’Pour tout n dans N, le coefficient du terme de plus haut degré de H,, est 2".

6. On remarque que
Vo € Riw(—z) = w(z).

Une récurence simple (non rédigée dans ce corrigé) donne alors Vn € N,Vz € R,
Ainsi
Donc

Finalement : Vn € N, Vz € R,

Soit n € N.
Si n est pair Vo € R, H,(—z) = H,(x) et H, est paire.
Sin est impair Vz € R, H,(—z) = —H,(x) et H,, est impaire.

’Pour tout n dans N, H,, a la parité de n.

Exercice 2.

1. ch et sh sont défines sur R donc pour tout x € R, on a —z € R et

ch(—z) = #zch(m)
sh(—z) = #:fsh(x)

Donc ch est paire et sh est impaire.

2. sh est dérivable sur R en tant que somme de fonction usuelles dérivables sur R et pour = € R,

er +e*
sh’ (z) = ———— >0
2
et — ="
donc sh est strictement croissante sur R. De plus, lim sh(z) = lim ———— = 400 et comme sh est impaire,
T—>+00 T—>+00 2
ona lim sh(z)=—oc.
r—r—00
T | —0o 0 +00
400
/!
sh 0
/
—00

On a donc sh > 0 sur R} et sh < 0 sur R* et nulle en 0.
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10.

11.

. La fonction sh est continue et strictement croissante sur R dans R donc d’apres le théoreme de la bijection

monotone, sh est bijective de R dans R

. ch est dérivable sur R et pour z € R,

ch’ (x) = sh(x).

X —T

De plus, lir+n ch(z) = lirf % — +00. Comme ch est paire, on en déduit les variations de ch :
Tr—r+00 T—>+00
T —00 0 +00
ch' () - 0 +
400 400
ch N a
1

. Pour montrer que pour z € R, ch (x) > sh(x), on calcule la différence :

T -z T _ - 2¢—7
ch(m)—sh(m):e —;e _— 26 = 62 >0

Donc pour tout réel x : ch (z) > sh(x)

. Il convient de respecter les symétries, les positions relatives et de donner la tangente en 0 (seul point particulier).

De plus, sh’/ (0) =ch(0) =1

. f est définie sur R et pour tout réel x # 0 :

et f(—0)=1= f(0) donc f est paire.

. On a alors quand £ — 0, x # 0 :

T 2x 2x 1 2x

sh(z) e"—e® e (22 —1) e % e2—1

t

et —
or lim = 1 (limite usuelle), donc
t—0 5
T -1
lim = =1
z—0 2z
ainsi

lim f(z) =1=f(0),

z—0
donc f est continue en 0.

f est dérivable sur RY et sur R* comme quotient de fonctions dérivables avec sh (x) # 0 et pour z # 0

sh (x) — zch (x) _ h(x)
sh (z)? sh (z)?

[ (@) =

h est dérivable sur R en tant que somme et produit de fonction dérivables sur R et pour z € R
B (z) = ch(z) — (ch(x) + wsh (z)) = —wsh (z)

On a

x

et —e™?* et +e " xe® (1 —e 2%
lim h(z)= lim —x i = lim — < -1- 621> = —00
r—+00 Tr——+o0 2 2 r—+00 2 X

et comme h est impaire, en lim h(z) = +oo.
Tr—r—00

r| -0 — 0 4+ 40

—00

D’ou finalement le sens de variations de f :



z —00 0 400
h(z) + 0 -
[ () + 0 -
1
f /" N\
0 0
Par croissance comparée, on obtient
. . T . 2z
Jm fle)= tm oy = = =0

On a donc une asymptote horizontale en 400 et par symétrie en —oo.

Exercice 3.

Partie I : Exemples

1. On a

.1 . { 1111111 1} 1
min -~ =minql; ;=555 2552 = =
i€[1,9] ¢

2. On a

. (=1 e 11 1 1
min =mmybi—=gioi—> ¢ =—35
iefo;4] 1 + 1 2°3 4 2
Partie II : Limite inférieure d’une suite
1. Soit (zy)n>0 une suite de réels positifs.

(a) On a pour (n;k) € N?, {z;|j € [n;n+k]} C {z;|j € [n;n+ k + 1]}, donc

up(k) = min z; =min{z;[j € [n;n+k]} > u, (k+1)
i€[n;n+k]

donc ’ Vn € N, (un(k))ren est décroissante ‘

(b) (un(k))r=0 est décroissante minorée par 0, donc d’aprés le théoreme de la limite monotone, elle converge.

tn = T un (k)

(c) Soit (n;k) e N2 {z;lj € [n+Lin+k+1]} C{z;|j € [m;n+k+ 1]}, donc

Unt1(k) =min{z; |[j € [n+ Lin+k+1]} > min{z; [j € [nyn+k+ 1]} = u, (K +1)
donc comme (uy, (k))k>0 est décroissante,

Unt1(k) Z un(k+1) 2 uy,

Vk € N, upy1(k) > uy, , en passant a la limite w,41 = u, , donc ’ (Un)n>0 €st croissante ‘

(d) (un)n>o étant croissante, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle admet une limite (qui peut étre +00).

La limite inférieure de la suite (z,,),>0 est }llglj_rég (z,,) avec }Llinfg (xn) = ngr-lr-loo (ie[[g;{oo[[ (xl)>

2. (Yn)n>0 et (zn)n>0 sont les suites réelles positives définies par :
2 sin est pair
YneN, y,=14+(-1)"etVneN, zn{ p

n  sin est impair
(a) i. Casde (yn)n>o - On a v, (0) =14 (=1)" = y,, et pour k € N*, v, (k) =0,
ii. Cas de (2p)n>0 - On a wy, (0) = 2, , et pour k € N* | w,, (k) =2sin>2et 1 sinon.

(b) On en déduit alors que v, = 0 et w, = 2. Donc liminf (y,) = 0 et liminf (z,) = 2
n——+oo n——+o0o

3. (a) (zn)n>0 est une suite croissante positive convergente, on note ¢ = nEI—ir-loo T
Pour k € N,
up (k) = min{z; |j € [n;n+ K]} =z,
donc
un = Hm un (k) = Am o =6

donc lim wu, = ¢ c’est a-dire liminf (x,) = £.
n—4+oo n——+oo



(b) (xn)n>0 est une suite décroissante positive convergente, on note £ = lim .

n—-+oo
Pour k£ € N,
up (k) =min{z; |j € [n;n+k]} = zngs
donc
tn = kEI—iI-loo tn (k) - kgl—&l-loo Tnth = E,

donc lim w, =¥ c’est a~dire liminf (z,) = ¢.
n—-+oo n—-+o0o

(¢) i Comme {«;l|i € [1;7]} est fini, il existe j € [1;7] tel que

a; =min{o |i € [1;7] }

Donc comme a; € I, alors nﬁ{lin]]ai el
1€[1;r

ii. Soit (xy)n>0 est une suite de réels positifs convergente vers ¢ réel positif, (z,)n>0 converge vers £. On
rappelle la définition de la limite d’une suite :

Ve >0,3neN,Vk >n, |z, — ¢ <e.

Pour € > 0, on a Vk € [n;+oo[ ,
f—e<Lop,<l+e¢

donc d’apres la question précédente

f—e< inf xp,</l+e
ke[n;+oof
ainsi
{— ¢ < liminf (z,) < l+¢€

n—-+oo

ceci étant vrai pour tout € > 0 , on déduit que | liminf (z,) = £
n—+o0o

Partie III : Limite inférieure d’une fonction

Soit f une fonction continue sur Ry a valeurs dans R.

1.

Pour x € Ry et h € Ry, f est continue sur [x;2 + h], f atteint son minimum sur [z;z + h] d’aprés le théoréme des
bornes.

Pour z € R, on définit la fonction ¢, sur Ry par :

Vh20, @g(h)= min f(u).

w€[z;x+h]
Sio<h<t,
{f (W) |uefwse+n]} C{f(u)j € [z;2+1}
donc
min{f (u) |u € [z;z + h]} > min{f (u) |u € [z;x + t]}
soit

Pz (h) = ¢z (1)

d’ol | p, est décroissante sur R ‘

@z est décroissante minorée par 0 donc admet une limite finie en +o0o (théoréme de la limite monotone).
O, = lim ¢, (h)

h—+o0

Sio<x<t,ona
{f (u) Ju & &5 +00[} 2 {f () [u € [t; +-00[}
donc
O, = lim @;(h) =min{f (u)|u € [z;+oo[} < min{f (u)|u € [t;+oo[} = lUm ¢(h) = Dy

h—+o00 h—+o0

d’oll | z — @, est croissante sur R ‘

x — @, est croissante sur R, donc d’apres le théoreme de la limite monotone, liT ®,. existe.
Tr—r+00

Cette limite est dite limite inférieure de la fonction f et est notée hmJirnf f(x).
T—r+00

liminf f(z) = lim ( inf f(u)>

x——+00 xr—+00 uE[w,Jroo
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6. Soit g la fonction continue sur R, définie par :

(2) x si x appartient & [0; 1]
€Tr) =
g 2 —x six appartient a [1;2]

et telle que pour = > 0, g(z) = g(x + 2) (g est 2-périodique).

(a) Représentation graphique de g sur le segment [0;4]. C’est une fonction chapeau centrée en 1 et 2-périodique.

(b) Le minimum de g sur un intervalle de longueur une période 2, vaut 0 doncsix > 0et h > 2,
wz(h) = 0.

(¢) @, = lim ¢, (h) =0 donc
h—+oco
0= lim ®, = liminf g(z).

h—4o0 r—400

7. Soit f est une fonction continue sur Ry a valeurs dans R, et on reprend les notations des questions 1 et 3

(a) Soit > 0 pour h > 0, on a
f(z) 2 min{f (v) [u € [z;2+ h]} = s (h).

(b) En faisant tendre h vers 400, on obtient alors

f(z) = lm ¢z(h) =P,

h—+oco

donc ’Vx € [0;+o00[, f(z) > @, ‘

(¢) On suppose que ¢ = lighi_nf (f(x)) >0, cest a dire

lim ®, =£> 0.

xr——+00

Soit € > 0, il existe xg > 0 tel que
YV € [xg; +oo[, |, — £ < e

et donc
P, >0 —c.

l
En prenant € = 5 > 0, on obtient bien avec la question précédente

fl@)=2®,20—c=c¢.

12
Si £ = liminf (f(z)) > 0, pour € = 3 > 0, il existe xo > 0 tel que Vx € [zo;+oo|, f(z) = P, > €.

T—+00

8. Soient f et h deux fonctions continues de Ry dans R telles que pour = > 0,
f(z) = W)

et liminf A(z) = £ ol £ est un réel positif.
r——+00

On a
min {h (u) |u € [x;+oo[} < min{f (u) |u € [t; +oo[}

et donc

¢ =liminfh(x) = Ill)gr_loo (min {A (u) |u € [x;+o0[}) < zlim (min {f (u) |u € [t; +o00[}) = liminf f(z)

T——+00 — 400 r——+00

alors liminf (f(x)) > ¢

r—+o0




