Mathématiques
Corrigé du DS n°6

Questions de cours

Tous les théorémes et les propriétés doivent étre énoncés avec leurs hypothéses précises.

1. Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 6, rappeler les résultats suivants
1— qn—5
n 6 . n
P — sig#1 n(n+1)
a)VgeR b= — b)Y h=—t
)VgeER, Y q l—gq _ ) 5 6
k=6 n—> sig=1 k=4

2. Donner la définition avec des quantificateurs de la convergence d’une suite vers un réel [.

Ve > 0,3N € NNVn > N, |u, — ] <e.

3. Donner la définition des suites adjacentes, puis donner les propriétés des suites adjacentes.
Soient (un ), ey €t (Vn),cn deux suites réelles. On dit que (uy),cy €t (vn)
— (tn), ey est croissante,
— (Un)pen est décroissante,

— ngrfoo (vp, — up) = 0.

Soient (un),cy €t (vn)
une méme limite [ € R.

nen Sont adjacentes si :

nen deux suites réelles adjacentes. Alors Vn € N, u,, < v, et les deux suites tendent vers

4. Enoncer le théoreme de Rolle.

Soit f une fonction définie sur [a,b]. On suppose que f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b[ et f(a) = f(b).
Alors, il existe ¢ €]a, b tel que

f(e) =o.
5. Donner la définition du degré d’un polynéme.
Soit P un polynéme non nul de R[X], il existe ag, a1, ..., a, des éléments de R avec a,, # 0 tels que

P=ay+a1 X +as X*+ - +a, X"

L’entier n est appelé degré de P (noté deg(P)).
6. Donner la définition d’un systeme complet d’événements.

Une famille (44, ..., 4,) d’événements est un systéme complet d’événements si les A; sont deux & deux incom-
patibles et leur réunion fait €.

7. Donner la formule des probabilités totales.

Soit (Ay,...,A,) un systéme complet d’événements, alors pour tout événement B, on a

n

P(B)=> P(A:NB).

k=1

8. Soient X une variable aléatoire finie et g : X(£2) — R une application, énoncer le théoreme de transfert.
L’espérance de g(X) est donnée par

zEX(Q)

9. Soient A = (a; ;) € My »(R) et B = (b; ;) € M,(R), donner la condition pour que AB existe.
Dans ce cas C' = AB et on pose C = (¢; ;), préciser la valeur de ¢; ; et pour quels ¢ et j.
AB existe si et seulement si p = ¢. On a alors

P
V(i) € [Ln] x [Lr], cij=_ airbr;.
k=1

10. Soit F un espace vectoriel, rappeler les points a démontrer pour que F' soit un sous espace vectoriel de E.
— FCE
— Og € F (ou F #£10)
— Va,y e F,VA\, u€R, A-x+ p-y € F. (stabilité par combinaison linéaire)
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11. Donner une base de chacun des espaces vectoriels ci-dessous (sans justification, les calculs peuvent étre faits au
brouillon) :

/(= Sr—3y = 0
(a) El_{(y) tel que { 10z —6y = 0 }
((g)) est une base de Ej.
x
(b) By = y| telque —2x4+y—52=0
z

1 0
2 5 est une base de E.

—_

Exercice 1.

On note M3 (R) I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois et on consideére les matrices suivantes de M3 (R) :

100 1 1 1
I=1 0 10 A= 1 0 0
0 0 1 1 00
1 1 1 1 1 1 3 11
1.OnaA?=|(1 0 0 100 ]=(111
1 0 0 1 0 O 1 1 1
3 1 1 1 1 1 5 3 3
et A3=A%24A=|1 1 1 100 ]=(311
1 1 1 1 00 311
3 1 1 1 1 1 5 3 3
enfin A2+24=( 1 1 1 |+2[ 1 0 0 |=|3 1 1 |=243
1 1 1 1 00 3 11
2. Soient z et y réels tels que
1 11 3 1 1 z+3y z+y T4y 0 0 O
zA+yA’ =0 <z 1 0 0 |+y| 1 1 1 r+y oy Y =(0o 0 0
1 0 0 1 11 T+y Y Y 0 0 O

y=0
y=0
& r+y=0<« {
z=0
rz+3y=0
Donc la famille (A, A?) est libre.
3. Comme la famille (A, A2) est libre, si a,, et b,, existent, ils sont alors uniques. L’existence se prouve par récurrence :

Pour n € N*, on définit P(n) la proposition : ”il existe un unique couple (a,,b,) € R? tel que A™ = a,, A+b, A%”
Initialisation : Pour n =1 on a A! =14 + 042 donc a; =1 et by = 0 conviennent. P(1) est donc vraie.

Hérédité : On suppose que pour un n € N* fixé, la proposition P(n) est vraie. Il existe a,, et b, réels avec
A" = a, A+ b, A2, alors

AV = A"A = (ap A+ b, A?) A = a, A* + b, A® = a, A® + by, (A + 2A) = 20, A+ (ay, + by) A

Donc an41 = 2b, et by+1 = ay, + b, conviennent.

P(n+ 1) est donc vraie.

Conclusion : Pour tout n € N* il existe un unique couple (ay,,b,) € R? tel que A" = a, A + b, A2.
4. On peut écrire

import numpy as np

n=eval (input (’n=7’))

a=1

b=0

for k in range(l,n+1):
u=a #on stocke la valeur de a_k
a=2xb
b=u+b

print(a)

print (b)



5. (a) Comme a1 = 2b, pour tout n > 1, on a aussi a,t2 = 2b,1 pour tout entier n.
Comme by, 1 = a, + b, pour tout n > 1 on a an42 = 2a, + 2b,.

et comme b,, = %anﬂ pour n > 1 on a finalement

Apt2 = Gpy1 + 2ay,

(b) La suite a est récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
Son équation caractéristique est : 7> —r — 2 = 0 qui a pour racines r = —1 et r = 2

Donc pour tout n > 1 on a a, de la forme (avec x et y réels & déterminer)
a, =z (=1)" +y2".
Comme A =14 +0A2 et que A? =0A+ 142 ona a; =1 et a; = 0 donc = et y sont solutions de

ap =z (—1)" +y2! 1=—2+2y
< <~
{a2:x(—1)2—|—y22 0=x+4y Lo+ L4 1 =6y

Donc pour tout entier n > 1,

2 1
n=—=(—1)"4+ =27
“ 5DTFG
et pour tout n > 1
by = Ly g on
n = =0an = 5 = >
2 "t T3 6

(¢) Finalement on trouve pour tout entier n supérieur ou égal & 1

no (22 g Lon L lon) 42
A_(3(1)+62>A+<3(1)+62>A

Exercice 2.

1. t— ﬁ est continue sur R comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour

x réel fixé, I'intégrale sur l'intervalle [z, 2] de la fonction continue ¢ — ﬁ est bien définie.

L’intégrale fjr ﬁdt est donc définie pour tout réel x.

2. Soit x € R, on effectue le changement de variables linéaire u = —t. On a alors

2z 1 —2z 1 2(—x) 1
flx) = /I Jri 1dt = » 7\/m(fdu) =-— Y 1du = —f(-ux).

’ f est donc une fonction impaire. ‘

3.(a) t— ﬁ est définie et continue sur R. Une de ses primitives G(z) = [ ﬁdt est donc définie et de classe
C! sur R.
(@) /QI Lo [Ty /m L o= qen) - 6@
Xr) = y—— = —_— — _— = xr) — €T
. VEEF1 o VE*+1 0o V241

’ f est donc de classe C! sur R. ‘
(b) Soit x € R,

1 1 1 1
") =2G"(22) — G'(z) =2 - — _
Comme \/x2+1>\/ﬂpour:ceﬂ§, ona f'(z)= i+1 - £+1 > 0.
T I x

’ f est donc strictement croissante sur R. ‘

4. (a) On a pour t > 0,

<PP+1< 24241,
<VEF+1< Vi2+2t+1  cart— Vi est croissante sur RY,
< < ViE+1)2=t+1,
1 1
N < n car t — n est décroissante sur Ri.
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Soit & € R’} fixé, on integre la précédente inégalité sur [z, 2z].

2x 2x 2x
1 1 1
/ —dtg/ dtg/ Lar
. t+1 : V241 .t

(8"
In(2x) — In(x).

n(t + 1)];=2
In(2x 4+ 1) — In(x + 1)

(z)
()

’Vx eRY, In(2z+1)—In(z+1) < f(z) < In(2). ‘

< flz) <
< flz) <

(b) D’apres la question 4.(a),

ln(2x+1)—ln(m—|—l):ln<2;:_11) In (2+ )gf(x)gln@).

Or In ( ) — In(2) lorsque x tend vers +o0.

1+1

Le théoréme d’encadrement nous permet de conclure que ’ f(z) tend vers In(2) lorsque x tend vers +oc.

(¢) La fonction f étant impaire, on en déduit que f(z) tend vers —In(2) lorsque x tend vers —oo.

T | —o0 0 +00
In(2)

f 0

/

—In(2)

(d) f est continue et strictement croissante de R & valeurs dans } —In(2),In(2)[, d’apres le théoreme de la bijection
il existe donc une unique solution & 'équation f(z) =0 €] —In(2),1n(2)[. De plus, f(0) =0

’ 0 est donc l'unique solution de 1’équation f(z) = 0. ‘

5. (a) Pour tout z € R, on a :
2?2 < 2241
x| = Va? < 22 +1 car t — \/t est strictement croissante sur R,

—z<lz| < 2241 carpourz € R, —zx < |zl

’VmER, O<x—|—\/x2—|—1‘

(b) Puisque z — z + V&2 + 1 est dérivable et strictement positive sur R et ¢ +— In(t) est dérivable sur R, la
fonction h est donc dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables.

Pour z € R, calculons h/(z).

2z T
R ¥k S|
r+Ve?+1 Va2 +1
VaZ+1l+a
Va2 +1(z + V22 +1)

1
VzeR, h(z)=—=
(@) =—= —
(c) h est 'unique primitive de ¢ — \/7 qui s’annule en 0. On a pour z € R, h / \/1527

f peut donc s’écrire pour = € R,

422+ §
z)=h(2x) —h n(2z + 2x)? —In(x + +1)=In|2—W——rw—
f(z) = h(2e) = h(a) VA =t 2V
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2+
vee R, fo) =)+ (ST
6. (a) Pour z > 0, on utilise le fait que x = fjm 1dt. Calculons alors z — f(x)

2x 2x
t24+1-1
( ) a— [ YEELZL,
Vi2+1 z t2+1

/
:/2’” m—l)(W+1)dt
/

x — f(x)

V241 (\/t2 1+1)
2z / + 1 -1 it
VETI(VET1+1)

2x t2

dt
z VEH1T(WE+141)

Ve >0, x— f(z)=

t2

VEFTIWEF1+1)

(b) Pour ¢ > 0, > 0, donc pour = > 0

2x t2
— = dt >0
Tl =) e VE+1+1)

De plus, pour ¢t > 0, V2 4+ 1 (V2 + 1+ 1) > 2, ainsi pour z > 0
2x t2

0= e e

/21 t2 gt — 1 t3 t=2x
- 213],.,

IN

On en déduit que

* (21)3 23 _ 7.3
Ve e Ry, 0<az—f(z) < 5% =52
(¢) Pour z > 0, la question 6.(b) nous permet d’écrire
73
0< z—f(x) < 5%
7
0 1 f=) < 6.’£2, on a divisé par x > 0.

Or %9:2 tend vers 0 lorsque z tend vers 0F. D’apres le théoréme d’encadrement, @ tend vers 1 lorsque = tend vers 0.

(d) Pour z < 0, puisque —x > 0, on a grace & la question 6.(b)

7
0< (—2)— f(-2) <g(-a)°
_ 7
0< 1— &2 < 6(—;10)2, on a divisé par —z >0
" 7
0< 1-— f(;) < 69027 d’apres la question 2., car f est impaire.

D’apres le théoreme d’encadrement, @ tend donc vers 1 lorsque z tend vers 0.




