Mathématiques
Corrigé du DS n°7

Questions de cours

Tous les théoréemes et les propriétés doivent étre énoncés avec leurs hypothéses précises.

1. Donner la définition d’une fonction injective.
Soit f: E — F. On dit que f est injective si et seulement si :

V(z1,20) € B2, f(21) = f(z2) = 1 =10

2. Donner la définition avec des quantificateurs de ” lim+ f(z) = +o0”.
z—0

VA > 0,3n > 0,Yx €]0,n], f(z) > A.

3. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

Soit f une fonction définie sur [a,b]. On suppose que f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors, il
existe ¢ €]a, b] tel que
f(0) = f(a)

7o) = 1=

4. Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral.
Soient n € N, et f une fonction de classe C*° sur un intervalle I de R. Alors, on a pour x € [ et zg € [ :

n (k) T T (e )T
f@) =3 T8 ot [ e ar
k=0 ’ zo ’

5. Soit P un polynoéme, donner deux propositions équivalentes a ”xg est racine d’ordre n de P”.
"z est racine d’ordre n de P” est équivalent & ” (X — x¢)™ divise P mais (X — x9)" ! ne divise pas P”.
C’est également équivalent & "Vk € [0,n — 1], P®) (zy) = 0 et P™(x4) # 0.

6. Soit n € N*, définir la loi uniforme sur [1,n]. Donner son espérance et sa variance.

XQ)=[1,n] et Vke[l,n],P(X=k)=
On notera X < U(([1, n]).

Exercice 1.

1 1 1 1
Pour tout enti turel n = — (1+1) 14+ - 1
our tout entier naturel n, on pose w < ok + ( 2) ( + 4) ( + 2n>

1. Onau0—1—|—20—2etu1 (1—1—2%)(1—4—21):2 %—3etuz (1+2%)(1+%)(1+2%):3><g:%.

2.(a) On a upy1 = uy X <1 + 2n+1) n + JnFTln 2 > u,, car u, > 0 donc la suite est croissante et comme ug = 2
Conclusion :
1
(b) tUnt1 = un X (1 + 2n+1) 2 Un

Conclusion : ’ La suite (u,) est croissante‘
(c) Soit g (z) = In(1+z) — =.

1 _
g est dérivable sur |—1, +oo] et ¢’ (z) = T2 1= 1 _:Cx
x -1 0 +00
g' () + 0 -
9 () /0N




Donc g (z) <0 et
Conclusion : ’Vm >—1,ona:In(l+z) <z ‘

= 1
(d) Comme produit de termes strictement positifs, In (u,) = Z In <1 + >
k=0

1 R . - 1 1
Et comme 1+ o > —1, d’apres la question précédente on a In (1 + 2k> < ok et
n n 1
§:1H<1+2k) =< §:21c21_1:2(1_2n+1> <2
k=0 k=0

Conclusion : |Pour n € N, In(u,) < 2 ‘

3. Comme z — €* est croissante sur R, on a donc u,, < €2.
La suite est croissante et majorée par 2 (et minorée par 2), elle converge vers une limite £ € [2, 62].
4. On se propose dans cette question de déterminer la nature de la série de terme général (¢ — u,,).

(a) Comme ¢ > 0 alors z — In(z) est continue en ¢ donc In (u,) - In (¢).
n—-+00

= 1 . 1
Or In (uy,) = ,;)ln <1 + 2k> donc kzzoln <1 + 21«) e In(?).

1
Ce qui signifie que la série Z In (1 + Qk) converge et que
E>0

+oo 1
Conclusion : |In(¢) = Zln (1 + 2k>
k=0

(b) Comme u,, et £ sont strictement positifs,

In (i) =1n(¢) — In (uy)
::Z:)ln(1+21k) —§In<1+21k>
- (i)

k=n-+1

1 .
-5 alors pour N un entier naturel strictement supérieur & n

1
(¢) Et comme In (1 + 2k> < 5

N 1 Moo
> 1n<1+2k)§ > o
k=n-+1 k=n-+1

1
Or Z ok converge et
k>n+1

*f 1 11 1
o5k n+lq _ 1 ~ on
W 2 2 1—5 2
Donc lorsque N tend vers 400

—+o0
1 1
> ln(1+2k><2n

k=n+1

uﬂ,

1
Conclusion : |Vn € N, 0 < In (6) < on

(d) On a vu que la suite (u,) était croissante donc ¢ — u,, > 0, montrons que £ — u, < ¢ (1 — e‘%") On a
Vn €N, Efunfé(lfe*%“) :funJrEe*?%

L 1
Or In <> < on donc par croissance de la fonction exponentielle
Un

L B B 1\ L
—<e™ & f—uue?” <0 & (—un—i—Ee 2")62" <0
U

[\



Finalement ¢ — u,, — ¢ (1 — 6_1/2") <0et

Conclusion : |Vn € N, 0 < —u,, </ (1— 6_1/2")_

(e) Soit g(z) =1—e® —x, g est dérivable sur Ret ¢’ () =e ¥ — 1

x —00 0 +o00
e " -1 + 0 -
g(x) 0N
Donc g (z) < 0 sur R et pour tout réel , on a1 —e™* < x.

1 1
En particulier pour z = on onal—e 27 < on et finalement

Conclusion : |Vn € N, 0 </l —u, < —

o’

. 1 . . . .
Comme la série de terme général on est convergente, alors d’apres le critéere de comparaison par inégalité,

Conclusion : |la série de terme général (£ — u,) est également convergente.

Exercice 2.
On consideére la fonction f définie sur ]0, +o0 [ par :

FO) = Let (@)= 21 B0

1.  — f(x) est continue en tout z tel que = # 1 et > 0 donc sur |0, 1] et ]1, +o0[.
Vérifions la continuité en 1.

six # 1.

Pour z # 1, on pose h=2—1. On a

@) == h 2
Or In(1+h) ~ h donc
h—0
In(1 + h) 1
h h—0

ainsi f(x) e 1= f(1). Donc f est bien continue en 1. Finalement f est une fonction continue sur ]0, +o00[.
z—

2. f est dérivable sur les intervalles |0, 1] et |1, 400[ comme quotient de fonctions dérivables

b 2?2 —1—2xIn(z) B In(z) — 12;1
Mo =—m-12 ~ @

Soit g(x) = In(x) — ngl g est dérivable sur |0, +oo[ et

1 22— (22-1 2 —x2—-1 —(z—1)2
g'w) =1~ - 2(;2 )z 2;62 - (g;ﬁ) <0.
Donc
x 0 1 +00
g'(x) - 0 -
g(z) + 0 -
f'(z) - I+
f(z) N LA

Donc f est strictement croissante sur |1, +o00[ et strictement décroissante sur |0, 1[.

3. Pour tout z strictement positif et différent de 1, la dérivée f’ de f vérifie :

Fl@) = 2?2 —1—2xIn(z) _ 2z(z — 1) — 2z 1n(z) — (z — 1)? _ (r — 1) —In(x) 1
2x(x —1)? 2z(x — 1) (z—1)2 2%

4. (a) Donnons le développement limité de ¢t +— In (1 4 ¢) & 'ordre 2 au voisinage de 0.

2

1n(1+t)?t—%+o(t2).



(b) On calcule la limite du taux d’accroissement en 1. Soit = # 1,

f@) =) 201 @4 )n(e) -2 —1)

r—1 r—1 B 2(x — 1)2

On étudie le comportement de ce taux d’accroissement au voisinage de 1. Si on pose x = 1 4 ¢, lorsque t est au
voisinage de 0, x est au voisinage de 1, ainsi

fx)—f(1)  (z+1)In(z) —2(x—1) (2+t)In(1+1t) -2t

xz—1 2(x —1)? 2t2

Or lorsque t est au voisinage de 0

@+t +t—2  (2+D (t-5+o0(2)) -2
2t2 0 2t2
A+t +o(t?) -2
0 22
_ o(®)
0 22
o 0(t?) o
Or, par définition, — 0, ainsi on peut en conclure que
22 t—0
flx) = Q1)
1 0= rm

Par conséquent, f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.
(¢) f’ est continue sur ]0,1] et ]1, +oo[. Déterminons la continuité de f’ en 1.

(x—1)—In(z) 1

/ — R,
Flw)= (x—1)2 2x
On pose z =1 + ¢, ainsi
(z—1)—In(z) 1 t-—In(l+?) 1
(x —1)2 2r t2 2(1+1)
Or lorsque t est au voisinage de 0
t2
t—In(1+1t) 1 _t*(t*7+0(t2)) I S
2 2(1+1) o 2 21 +t) 02 ¢ 2(1+1)

Or, par définition, o (1) — 0 et 1 +¢ — 1, donc f'(z) — 0 = f'(1). f est continue en 1.
t—0 t—0 z—1
Par conséquent, f’ est continue sur I'intervalle ]0, +oo[. Donc f est de classe C! sur I'intervalle ]0, +oo|.

5. (a) Soit g(x) = In(x) — (z — 1). g est dérivable sur ]0, +oo] et

1 1-=z
!/
= — 1= .
g(2) =~ .
x 0 1 +00
1—2z + 0 -
g'(x) + 0 -
g(z) N
Donc pour tout x > 1, on a: g(z) < 0 et In(z) < (xz — 1).
1
(b) Six > 1, alors x+1 > 0 et donc
z4+1 In(z) z+1 z—1 =x+1
— . < . =
I@O=0"7""9 “2-1 2 2
1
orpourac>1,m;_ <x;m:x,doncf(x)<x.

Donc pour tout « > 1on a: f(z) < x.

6. On a la représentation graphique de f suivante



0.8
0.6 -
0.4 A

0.2 A

Exercice 3.

On admet que si une suite (a, ),y converge vers une limite £ alors on a :

1 n—1
lim — =
m oD a=t
§=0
On se propose d’étudier la suite (u,,) définie par ug = 0 et pour tout entier n :

u +1
2

Un4+1 =

2
est strictement croissante sur RT

On remarque que la fonction f: z +——

1. (a) Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : 70 < u, < 1.”
Initialisation : ug = 0 donc 0 < ug < 1, P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothese de récurrence, 0 < u,, < 1
alors f(0) < f(u,) < f(1) car f est strictement croissante sur R*.
Donc 0 < % < upt1 <1, P(n+ 1) est donc vraie.

Conclusion : ’pour tout neN: 0 <u, <1 ‘

(b) On détermine le signe de u,4+1 — up

Up+1 — Up = — Up

Conclusion : ’ la suite (uy)nen est croissante‘

(c) La suite est donc croissante et majorée par 1.
Elle converge donc vers une limite /.
Et par passage a la limite dans l'inégalité, 0 < ¢ <1
f est continue sur [0, 1], donc en £. Ainsi f (¢) = ¢ soit £ = EQTH — (=1

2. Pour tout entier n on pose v, =1 — u,



(a) On a

111 1 1
Unpl  Un 1 —Upyr 1—un_1_@ 1—u,
2 12— (14u,)
Cl-w2 l-w,  1-u2
1—u, 1 1
= f— Hi

1 1 1

Conclusion :

—
Uptl  Up n—r+oo 2

(b) Onaw, — 1-doncw, — 0t et L — +oo.De plus,
n——+00 n—-+o0o Un n—+4oo

Donc

(o) e
(= _ — =
n \ v, n—+oo 2
11 1
& ——
n Up n—+oco 2
21
s —— — 1
n v, n—r+oo
) 2
Conclusion : |v,, ~ —
+oo n
2
(¢) On a donc v n( +¢(n)) avec € (n) oo © ONC
2 2
Up=1—-v,=1-=—=¢(n)
n o n

donc

3.(a) import numpy as np

n=eval (input (’n=7"))

u=0

for k in range(1l,n+1):
u=(u**2+1) /2

print (u)

printih)

(b) k compte le nombre de fois que l'on passe dans la boucle :
import numpy as np
k=0
u=0
while 1-u> 10%%(-3):
uk=k+1
print (k)

Le résultat sera 1991.


Mathilde Protsch

Mathilde Protsch

Mathilde Protsch

Mathilde Protsch


Exercice 4.

Pour tout entier naturel n non nul, on note f,, la fonction définie par :
Ve eRY, fu(z)=2—mnln(x).

1. (a) fn est dérivable sur R et pour z > 0, on a

) _,_n_z-n
frm =1 =1
En +ocoona fp(z) =z (1l —nln(z) /x) = ~+oo car In (z) = o(z).
Tr—r+00 oo
EnOonax—nln(z) — +oocarn > 0.
z—0t
T 0 n +00
T—n — 0 +
[ (2) - 0 +
fn(z) || 400 +o0
N n(l-ln(@m)

(b) Pour n > 3, on a
fam)=n(1-In(n)) <0 carpourn>3>eona ln(n)>1
fn est continue et strictement décroissante sur |0, n[ dans |f,(n), +oo[, d’apreés le théoeme de la bijection
monotone, f, est bijective de ]0,n[ dans | f,(n), +ool.

Comme f,(n) =n (1 —1In(n)) <0, alors 0 € | f,(n), +00[. Donc Iéquation f,, (z) = 0 a une unique solution
sur lintervalle |0, n] notée w,,.

De méme, il y a une unique solution v,, sur 'intervalle |n, +oo[ donc n < v,.

Conclusion :’ Pour n > 3, il existe u, et v, solutions de 1’équation f,(z) = 0 et vérifiant 0 < u,, < n < vy,.

2. Etude de la suite (Un ) >3-

(a) On calcule les images par f, de 1, u, et e :
fn(l)=1—nln(l) =1

fn (un) =0
fnle)=e—nln(e)=e—n<0Ocarn>3>e¢
On a donc
fo (1) > [ (un) > fn (€)
or f, est strictement décroissante sur ]0,n] et 1, u,, et e en sont éléments (car e < n ) alors

Conclusion : |Vn > 3,1 < u, < e‘
(b) On a

fn(unJrl) = Un+1 — nln(un+1)

On sait que w41 vérifie

fr1(Uny1) = U1 — (n+ 1) In(upy1) = Unt1 — nln(upy1) — n(upyr) =0

Conclusion : ’ fr (Upt1) = In (ups1) ‘

Pour avoir u,, > u,1 on compare les images par f, :
fn (un) =0

fr (Upa1) =In(upe1) > 0 car upq > 1
Donc
Jn (Un) < fr (Ung1)
or f, est strictement décroissante sur |0, n] et u, et u,,1 en sont éléments ( car u,; < e <n ) alors :

Conclusion : |Vn > 3, u, > up,41 et la suite est décroissante. ‘




(c) La suite (uy)n>3 est donc décroissante et minorée par 1 donc convergente vers £ > 1.
Remarque : Pour encadrer In (u,,) on peut partir de 1 < u, < e d’ou 0 < In (u,) < 1, cependant cela n’est
pas suffisant pour avoir un encadrement plus précis de la limite.
On va chercher & encadrer In (u,) ainsi : comme

frn (up) =up —nln(uy,) =0

donc u
In (u,) = —
() =
or pour n > 3, 1 < u, < e, donc
1 U e
—<n(u,)=—<—
n n n

Donc par encadrement,

In (Un) n:)oo 0

or comme z — €% est continue sur R, on a

u, = emn) 0 —1q
n—-+oo

(d) On observe que

Uy — Up — 1
or comme u, —1 — 0, alors
n—-+oo
In(1+ (up —1)) ~ uy—1
1
Conclusion :| lim n(un) _ 1.
n—-+oo Uy — 1

1 . . -
On calcule la limite du quotient de u,, — 1 et — en faisant apparaitre le quotient précédent :
n

Uy — 1 Uy — 1
= — 1 =
1/n n(un = 1) In (u,)

or comme fy(u,) = up, —nln(u,) =0, on a nln (u,) = u,, donc

nln (uy,)

U —1  up—1

= U
1/n In(u,) "
U —
de plus, comme lim — =1let lim wu, =1, onadonc
n—-+4oo ln(un) n——+oo
-1
tn — 1
1/n n—o+oo
. 1
Conclusion : |uy, — 1 ~ —
+oo n

3. Etude de la suite (Un) >3

(a) Comme n < v,, par minoration on a

Conclusion :| lim v, = +o0o0.
n—-+o0o

(b) Comme n > 3, on a nln(n) > 0,ainsi

fr(nln(n)) nln(n) —nln (nln(n))
nln(n) —n[ln(n) + In(In(n))]

= —nln(In(n))

or comme n > e, alors In(n) > 1 et donc In (In (n)) > 0 (car x — In(z) strictement croissante sur RY ).

fn (nln(n)) < 0.

Comme f,, (v,) =0, on a donc

fo(nIn(n)) < fo (vn).

Comme f,, est strictement croissante sur [n, 400 et que nln (n) et v, en sont éléments (comme In (n) > 1,
nln(n) > n ) alors

Conclusion : ’Vn >3, nln(n) <wv, ‘




(c) Soit g la fonction définie par :
Vo e R, g(x) = —2In(x)

g est dérivable sur R* et pour z > 0, on a

, 2 x-2
:1—7:
g (2) - -
T 0 2 +00
r—2 - 0 +
g (z) - 0 +
g (x) N 2-2In(2) A

Comme 2 < e, alors In (2) < 1, donc
9(2)=2-2In(2)=2(1-In(2)) >0

Donc pour tout x € R} on a
g (z) > 0.

Conclusion : ’Vn eN*, g(n) >0etn>2In(n) ‘

(d) Comme n > 3, on a nln(n) > 0,ainsi

fn(2nln(n)) = 2nln(n) —nln(2nln(n))
= n[2ln(n) —In(2) —In(n) — In(In (n))]
= n(ln(n) —In(21n (n))]

or comme n > 2In(n), alors In (n) > In (21n(n)) (car = — In(x) est strictement croissante sur R* )
fn(2n In(n)) > 0.
D’apres la question 3.(b), on a donc
fn(nln(n)) < fn (vn) < fr (2n.1n(n)).

Comme f,, est strictement croissante sur [n,+o0o[ et que nln(n) (nln(n) > n) v, et 2nln(n) en sont éléments
alors

Conclusion : ’Vn >3, nln(n) <wv, < 2n In(n) ‘

(e) Pour n > 3, on a alors
nIn(n) < v, < 2n In(n)

or comme z — In(x) est strictement croissante sur R , alors
In(nln(n)) <In(v,) <In(2n In(n))
In(n)+In(In(n)) <In(v,) <In(n)+1n(2) +In(In(n))
et en divisant par In (n) > 0 pour faire apparaitre le quotient :

In (In (n)) < In (vy,) In (2) n In (In (n))

1 1
+ In (n) In (n) < In (n) In (n)

or comme In(zx) = o(x), en substituant par x = In(n) - +00, on a In(In(n)) = o(In(n)), donc

In (In (n))

_— 1

In(n) n-o+oo
- In (2) . In (In (n)) 1
In (n) In(n) n—o+oo

Donc par encadrement,

In (vy,)

— 1

Conclusion : | In(vy,) o In(n)




