Corrigé du Concours Blanc 2026

Probléme 1
1) Y=X+1 estavaleursdans N* car X estavaleursdans N .

VkeN*, PY=k)=P(X+1=k)=P(X=k-1)=(1-p)"'p

Donc Y = X +1 suit la loi géométrique de paramétre p|.

2) On en déduit que Y admet une espérance et une variance.
Par linéarité de I'espérance et propriété de la variance, X =Y —1 admet aussi une espérance et une variance et :

2

E(X)= E@)-1=—1] et [r(x)=1(r)=-L
p 14

3) import numpy as np
import numpy.random as rd
def simule_X(p):

Y=1 # on fait un premier essai

while rd.rand() >p :  #tant gu’on a un échec de probabilité g = 1-p
Y=Y+1 # on fait un essai supplémentaire

returnY -1

4) def simule_Z(n, p):

Z=1 # on commence la partie avec un seul jeton
foriin range(n): # on va activer n fois la machine
s=0 # la machine n’a pas encore rendu de jetons
for j in range(2): # on introduit un jeton Z fois car on a commencé cette étape avec Z jetons
s =s+simul_X(p) # on ajoute les jetons rendus a chaque fois a notre capital
Z=s # le nombre total de jetons obtenus sera le nombre initial pour I'étape suivante
return Z

5)a) |, =P(Z,=0)=0| car Z, =1
u=P(Z =0)=P(X=0)=(1-p)°p donc |u,=p

b) Si (Z,=0) estréalisé, alors le joueur n’a plus de jetons aprés n activations. Il est donc certain qu’il n’en aura pas
non plus apreés l'activation suivante de la machine et que (Z,,, = 0) est aussi réalisé.
Donc (Z,=0)c(Z,,=0) et u =P(Z =0)<P(Z,,  =0)=u

La suite (u, ),y estcroissante|. Comme cette suite de probabilités est bien siir aussi majorée par 1, le théoréme de

n+l n+l n+l

convergence monotone prouve que |La suite (u,),. converge|.

+00
6) R= U(Zn =0) Ilyaunmoment ol le joueur n’a plus de jetons.

n=0
Onavuau 5)b) que la suite (£, =0),_ est une suite croissante d’événements.

+90
D’apres | iété de limi . P Z = =limP(Z =0)=1 P(R)=L
aprés la propriété de limite monotone (H( . 0)] nirgj (Z,=0) nlrgcun donc
7)a) Soit k € N. Sachant que Z, =k, le joueur posséde k jetons apreés la premiére activation.

Il n’en aura plus aucun aprés la 2°™ activation si et seulement si chacune des k variables aléatoires X,, X ,..., X, a pris
la valeur 0 et ne lui pas rendu de jeton. Par indépendance de ces VA, on a donc:

k
B, 0(Z,=0)=P(X,=0n..nX, =0)=P(X, =0)..P(X, =0)=p..p=p

Comme u, = p, on a bien montré que (£, (Z, =0)= (u,)"

Remarqgue : La formule admise par I'’énoncé suit le méme raisonnement mais il faut que chacun des k jetons obtenus
lors de la premiére activation n’en redonne plus aucun aprés n nouvelles activations de la machine (ce qui se produit

avec une probabilité u, = P(Z, =0))



b) Soit n € N. D’apreés la formule des probabilités totales, appliquée au systeme complet d’événements (Z, =k), g

P(Z,, =0)=) P(Z = k)R, _4)(Z,.,=0) clest-a-dire, d’aprés I'énoncé, |u,,, = IZP(ZI =k)(u,)
-0

k=0
Alors u,, = ZP(X =k)(u,)" = qup(un )= Zp(qun)k donc U, , = " P (somme d’une série
k=0 k=0 k=0 —qu,

géométrique convergente de 1* terme p et de raison —1<gqu, <1 produit de 2 probabilités)

8)a) On sait que L = lim u, existe. On peut donc passer a la limite dans le résultat du 7)b) .

n—>+0

L=ﬁ<:>L(l—qL)=p<:>L—qL2=p<:>qL2—L+p=0

On vérifie que (L—1)(gL—p)=qL’ —pL—qL+p=qL’ —L+p car p+g=1. Ona bien |(L—1)(qL—p)=0|

b) D’aprés6), P(R)=L et daprésle8)a), soit L =1, soit L v (principe du produit nul).

q
) 1 1 p
Si p>—,alors 0<g=1-p<— etdonc —2=>1.
2 2 q
L=limu, <1 (carles probabilités u, sont majorées par 1) donc la seule valeur possible est P(R)=L=1
1 1
c) Si0<p<—,alorsg=1-p>— et P
2 2 q
Soit H(n) le prédicat : « u, € {O;E} »
q

Initialisation : u, =0¢ [O;E} donc H(0) est vrai.
q

Hérédité : Supposons H(n) vrai pour n € N donné.

Par hypothése de récurrence: 0<u, < 2 donc 0> —qu,2—p car —q <0

q
) 1 1 o o
Puis I>21-qu, 21-p>0 et I< <—— carlafonction inverse décroit sur ]0;+oo]
l-qu, 1-p
Enfin p< P SIL car p>0 donc 0<uy, < P et H(n+1) est vrai
—qu, 1- q

Conclusion : Le prédicat est vrai au rang 0 et héréditaire. Par principe de récurrence: |VneN, u € [O;E}
q

On en déduit, par passage a la limite, que L € {O;E} et donc lavaleur L =1 n’est plus possible.
q

La seule valeur possible est donc |P(R) =L = L3
q

- 1 .
d) Le casino préfére que p = {5;1 car il veut étre certain que le joueur perd tous ses jetons s’il joue suffisamment
longtemps.

9) L'événement (T < n)signifie que le joueur a perdu tous ses jetons lors de I'une des n premiéres activations de la

machine, c'est-a-dire qu’il n’a plus de jetons apres les n premiéres activations. C'est donc aussi I'événement (Z, =0).
VneN, PT<n)=P(Z =0)=u,

Soit n € N*. Comme T ne prend que des valeurs entieres: P(T' =n)=P(T <n)—-P(T <n-1)
D’apres le résultat précédent et par définition: P(T =n)=u,-u, , =1-v —-(1-v, )
Donc |Vn e N*, P(T = I’l) =V,,—V

n




N N N N
10) Soit N e N*. ZnP(T=n)=Zn v, o= vaﬂ_l—z (1+1)v —va (onposei=n-1)
n=1 n=1

n=1 n=1 i=0 n=1

N N-1 N-1 N-1
(linéarité et relation de Chasles) =) iv.+) v —van = Ziv + ) v —(O.V0 + vaﬂ + Nij

n=1

N N-1
Donc: |VN € N*, ZHP(T =n)= (zvnj—NvN (car les indices sont muets)

n=0

n=l1

n

11)a) Soit H(n) le prédicat: « u, =
n+1

»

0
Initialisation : #, =0=-——donc H(0) est vrai.
0+1

Hérédité : Supposons H(n) vrai pour n € N donné.

D’apres 7)b), I’hypothése de récurrence et sachantque p=g=—

2

1

u,, = P _ 2 ntl _n+l (en multipliant par 2(n+1)) et H(n+1) est vrai
l-qu, 1_1 n 2(n+l) non+2
2n+1
n
Conclusion : Le prédicat est vrai au rang 0 et héréditaire. Par principe de récurrence: |VneN, u, = 1
n

+1- 1
b) Onendéduitque VneN, v =1-u =1- no_n n_

n+l  n+l n+l

N N-1 1 N
Le 10) s’écrit donc VN e N*, ZHP(T =n)= (Z j_

~n+l) N+1
1
lim Z =400 car la série de Riemann a termes positifs Z— diverge et lim
N—+0 o n+1 = k No+o N 4

n=1

=1 (plus hauts degrés).

Donc lim ZnP(T n) =+, ce qui veut dire que la série ZnP(T =n) diverge et que |T n’admet pas d’ esperancel
N —>+o0

n=1

__ P
1 1- l-qu, — - 1- 1—
12)a) Soit neN. w , = u = q“, u,—pP __ 9794, zix%zix u,
Py, PPl Pa—quy-p Lopu-p P [L 4 —y P P_y
q q l-qu, ¢ q q q q
Donc VnEN’ Wn+1:1wn
. S . q . 1-u, 1 q
b) Lasuite (w,),., est une suite gé¢ométrique de raison — et de premier terme w, = = ==
p plg-uy, plq p
n n n+l
Donc VneN, wn:wo(ij :1[1] :[EJ
p P\pP p
1—u
W =—"wW, (ﬁ—unjzl—un ©£wn—wnun =l-u, <A-w)u, :1—£wn
plq-u, q q

1
Comme p>5,alors p>q et Pl et w, #1 et I-w, #0 ce quinous permet de diviser

p p n+l
1_7W 1 7 / n
L - q n _ q(q p) _ 1_(q/p) :pn+l_pqn
n l—Wn ( )n+1 1_(q/p)n+1 pn+1_qn+1
n n+l1 n n n+l n
Alors Vo :l_un =1- _(q/p?ﬁ-l = 1_(q/p)n-H - 1_(q/p?1+1 - (q/p) _(q/nﬁ) :(1] 1_(q/prl)-H
1—(q/p) 1—(q/p) 1—(q/p) 1—(q/p) p 1—(q/p)



n+l n+l
Comme p>¢g >0, alors 0<ZL<1 donc 0< i] <L <1 et 1>1—(1] >1-2L 5 0.

p p p p p
1-(q/ ’
Cela prouve que Lpﬂ)ﬂ €[0;1] et que |[0<v, < [ij
1—(q/p) 4

k
c) Lasérie géométrique Z(ij converge car 0 < g < 1. Par comparaison a termes positifs, la série ka converge.
o\ P k0

N N
SiNeN, 0<Nv, < N(ij et A}im N(ij =0 par croissances comparées.
p —>+0 p

Le théoréeme d’encadrement prouve donc que lim Nv, =0.

N—+0
N N-1 +00
D’apres le 10), on a donc: I}Lr?w;nP(T =n)= z\}g?m(;v”j_NVN = [;vnj—o eR

Cela prouve que la série ZnP(T = n) converge (absolument car ses termes sont positifs).

n=1

400
Donc [T admet une espérance| et [E(T) = ZV,,
n=0

+00 +o0 n 1
D’apresle b), ZV,, < ZEEJ (somme de série géométrique) donc [E(T)<
n=0

oy q) 1-plq l-g/p
1 N
13) Si pZE,anrs A}im ZnP(T=n)=+oo et le temps moyen passé par le joueur au casino est « infiniment grand »
oo 4
Probleme 2
Altla) VxeR, f(x)=1 donc WxeR, L(f)x)= [ tldi= tdt= L N
’ ’ 0 0 2 |, 2 2
1
1 1 X £ x 1 x 1
b) VxeR, f(x)=x donc VxeR, L x)=| tx=t)dt=| xt-dt=|=t" ——| ==——-0==—=
) S () = [ tx=nydr = || {2 3123 >3

Remarque : Les résultats de ces 2 calculs sont confirmés par la question C)4)a)

2)a) On fait le changement de variable affine u=x—¢ donct=x—-u et dt=(-1)du=-du

Deplus: u=x quand f=0et u=x—1quand t=1

Alors VxeR, L(f)(x)= J‘:il (x—u) f(u)(—du) = L: (x—u) f(u)du (le —permet d’échanger les bornes)

Par linéarité, on trouve bien que : [VxeR, L(f)(x)= xJ-:_l f(u)du —J-:_lu.f(u)du

b) Notons F une primitive de f et G une primitive de u > u.f (1) sur R.

Alors F et G sont de classe C* sur R (en tant que primitives de fonctions continues) .
VxeR, LN =x[F@]  -[Gw)] = x(F(x)-F(x-1)-(Gx)-G(x-1))
L(f) est donc de classe C' sur R par opérations simples sur des fonctions de classe C'.

VxeR, L(f)(x)=1(F(x)-F(x-1)+x(F'(x)-F'(x-1))-(G'(x)-G'(x~1))
=[F@]_ +x(f()=f(x=D))=(x.f ()= (x=D f(x~1))
= [ f@)du+x.f () =x.f () =x.f (x=D)+ (x=1) f(x~1)

Donc |Vx eR, L(f)'(x)= jl F)du— f(x-1))

3)a) Onavuau2)b) que L est une application de C°(R) dans C°(R).



Soient (f,g)e C’(R)* et AeR. Parlinéarité de I'intégrale :

VxR, LS +g)x)= [ tAf +@)x—ndt = A t.f(x—0)dr+ [ tg(x—1)dt = AL(f)(x) + L(g)(x)
Donc L(Af+g)=AL(f)+L(g) etlapplication L est linéaire. C’est unlendomorphisme de C°(R)

b) Onavuau2)b)que L(C'(R))cC'(R) donc L(C’(R))=C°(R)

L’'endomorphisme |L n’est donc pas surjectif.|

B)1) VxeRR, 1+|x|21 donc VxeRR, OSa(x)—

| | <1 etlafonction

Soit xe R. Site[O;l], alors: 0<ta(x—-t)<t

1

1 1 1 1

Par croissance et positivité de l'intégrale: 0< L(a)(x) = jo ta(x—t)dt < jo tdt = {5 tz} = >
0

Donc [VxeR, 0<5h(x)<

N | —

2) Si x>1, alors Vte[O;l], x—t>0 et donc l+|x—t|:1+x—t

On peut donc faire le changement de variable affine (donc de classe C') u =1+ x—¢
t=1+x—u et dt=—du et t=0ssiu=1+x et t=1ssiu=x
x l+x—u ]+ x x+l

b(x)=j01 L = (—du) = j ——ldu—[(l+x)ln(u) u)]'

I+x—t I+x

=(1+x)In(x+1)— (x+1)—[(1+x)Inx—x] et |Vx2>1, b(x)——1+(x+l)1n(x;-1j

3)a) Premiére méthode: Vx2>1, b(x)=—-1+(x+ 1)[ln(x +1)—In x] (forme plus simple a dériver)

Vx>1, b'(x)=0+1[In(x+1)— 1nx]+(x+l)[%_l}_l (x+lj+(x+l)%):)l)
XX x x(x

Donc [Vx2>1, b'(x)=1In (I"HCj_l
X X

1
Deuxiéeme méthode : D’aprés A)2)b): VxeR, b'(x)= J- a(w)du—a(x—-1)= J. du —
H1+|u| 1+[x—1]

Six>1,alors x—1>0 et Vue[x—1,x], u=>0 donc

x 1 1
b=’ L fn@40)] ~ L=t —lnx—t et [Va21, bi(x)=In ( +xj——
Vl1+u I+x—1 =y X X X

b) Soit £>0. ln(1+t):[lnx]i+t :J.:Hldx£Ll+t1dx:(l+t)—1:t donc |Vt20, 111(1'”)54
X

1
(par croissance de l'intégralecar — <1 si1<x<1+¢)
X

1 1 1) 1
On en déduitque Vx>1, In l+—] <— donc b'(x)= ln(l +—j—— <0 et |b est décroissante sur [1;+oo[|
x) x x) x

4)a) On sait que 1n(1+t)t:0t donc ln(x—-'_1 =ln(l+lj 1 (carl — 0) et (x+1)ln(

X X X—>+00 X X Xx—>to

x+1] x+1

X X—>+00 X

Alors 11m(x+1)ln(x+ ]—l x_+1=1 et |lim b(x)=-1+1=0
x

X—>+00 X+ x X—>—®0

Remarqgue : Attention a ajouter des limites et non des équivalents !



1
b) On sait que 1Il(l+t)t_=)0t—5t2 +o(t)

Six=>1: b(x):—1+(x+1)ln(l+l] = —1+(x+1)(l—li2+o(%]j
X x 2

X—>+0 X X

1
= 1+1+l—ll+o(l) = i+0(l) et [b(x) ~ —
X—>400 x 2x X Jxo+o Qx X x40 Dy

11
Remarque : Il n’est pas utile d’écrire ici le terme —5—2 qui est négligeable devant —
X X

5) Utilisons A)2)b). Si 0<x <1, alors x—1<0 eton coupe I'intégrale en 2 selon le signe de u :

1 o 1 x 1 1 0 x 1
b = du + du — =|-In(1-u +|In(l+u)| —
)= Ll1+| | 1+|x—1| Lﬂ—u j01+u 1+1-x [Find=w], +[Ind+w, 2-x
=O—(—ln(l—(x—l))+ln(l+x)—0—2L=1n(2—x)+1n(l+x)—2L
_x —
Donc [Vx €[0;1], b'(x)zln(2—x)+ln(l+x)+L2
6)a) La fonction b'est dérivable sur I'intervalle [0;1].
2
Vre[0:1], b"(x)= -1 11 - 1 N 11 : :(x+1)(x 2)+(x 2)2 (x+1)
2—x 1+x (x=2)" x-2 1l+x (x=2) (x+D(x-2)
x —x=2+x"—4x+4-x— 1 2x> —6x+1
(x+1)(x-2)° (x+l)(x 2)?
Le dénominateur est toujours positif sur [0;1]. Cherchons le signe du numérateur.
A=36-4x2x1=28>0. Les2 racinessont Rl—6 :1/_ 347 €[0,1] e 3+2ﬁ>1
D’ou le tableau de variations de b' sur [0;1]. X 0 R, X, 1 R,
b"(x) + 0 - 0 +
b'(x) b'(R)

b'(0)= 1n2—% >0 (car In2~0,7) donc Vxe[0;R], b'(x)>0 etil n’est pas nécessaire de calculer b'(R,)

b'1)=In2-1<0. Donc b'change de signe sur [R;1]. Comme elle y est continue strictement décroissante, le

théoréme de la bijection monotone prouve que b'change de signe exactement une fois sur [R,;1] et donc sur [0;1]

b) Onvient de voir que Vxe[0;x,], b'(x)=0 et Vxe[x,;l], b'(x)<0.

Donc la fonction |b est croissante sur [0; x,, ] et décroissante sur [x,;1]|

¢) import numpy as np # on importe la bibliothéque numpy qui contient la fonction log
x=0 # on part de 0
while np.log(2-x)+np.log(1+x)+1/(x-2)>0: # tant que b’(x) reste positif
x=x+0.01 # on se décale de 0,01 vers la droite
print(x) # on affiche le premier x testé pour lequel b’(x)<0

La valeur x affichée vérifie que x > x,et x—0,01 <Xx, donc elle est comprise entre x,et x,+0,01.

1 1
C)l)a) VxeR, ¢, (x)= e donc L(e )(x)= _[O te" 0 dt = ekxj-o tedt car € estune constante (la variable est t).

1 1
Notons A, = jo te"dt e R (quine dépend pas de x). Alors VxeR, L(e, )(x)= e’“jo te’'dt = Ae, (x)



Donc E|/1k eR, L(ek) = /1kek

1
Calculons 4, = jo te™dt araide d’une intégration par parties :

, . v
Remarque : Il n’est pas nécessaire de garder ¢~ dans notre |.P.P.

kt

1
u'(t)y=e™ et v(t)=t donc u(t)= —ze_ et v'(#)=1 (uetv sontde classe C' sur[0;1])

I ] R | ] S 1 Yl ‘
ﬂ,k = J;) t.e_ktdt = [—;e_kt.t} _J‘O —;e_kt.ldt = [—;e'k’.t} +;J‘0 €_ktdt = [—ze_kt.t} +z[—;€_kt:|
0 0

0

1-(k+De™”
:(—lek—0)+l(—lek—(—l))Z—lek _Lzeik"’iz et donc ;i’k :u
k k k k k

b) SiVxeR, e (x)= €™, la formule du A)2)b) nous dit que :

x —k
Vx e R, L(ek)'(x) = J. ekudu - ek()Fl) = |:l eku:| - ek()ﬁl) = lekx —lek()kl) - ek(’H) = ekx l —e—— eik
%1 k k k k k

x-1

Or on sait, d’aprés le a), que : VxeR, L(e, )(x)=A.e,(x)=A4e" etdonc L(e,)(x)=Ake"™

1 e* , 1-e'—ket 1-(k+1)e™*
Par conséquent kA4, =——-——¢*=———————  etonretrouve que |4 :%
k k k k
2)a) Soit (a,b,c) € R? tel que a.e, +be, +ce, = OCO(]R) c'est-a-dire VxeR, ae’ +be” +ce™* =0

1 méthode : Le polyndme aX +bX> +cX’ a une infinité de racines (tous les réels strictement positifs qui peuvent

s’écrire €"). C'est donc le polynéme nul est ses coefficients sont donc nuls.  Alors a=b=c=0

2°™ méthode : Si ¢ #0, alors 0=ae” +be’* +ce™ ~ ce’™ ce quiest absurde et donc nécessairement ¢ =0

X—>-+00

. ) 2 3) . , .
Sia#0,alors 0=ae" +be™ +ce”™™ ~ ae' ce quiest absurde et donc nécessairement a =0.

x>0

Il est alors immédiat qu’on a aussi b=0

3°™ méthode : On évalue en donnant 3 valeurs a x (par exemple 0, In2 et In3 ) et on résoud un systéme.
a+b+c=0 a+b+c=0 a+b+c=0 a=0
2a+4b+8¢c=0 < L, < L, 2L, 2b+6c=0 < 2b+6c=0<.b=0
3a+9b6+27c=0 L« L,-2L | 6b+24c=0 L, <« L,-3L, 6¢c=0 c=0

Les 3 méthodes prouvent que |la famille (e ,e,,e;) est libre|.

b) Comme (e,,e,,¢,) estlibre, on sait par théoréme que [dim F' =dimVect(e,, e,,e,) = Card(e,,e,,e;) =3

On peut aussi dire que (e, e,,e,) est une base de F (famille libre et génératrice)

c) D’aprésl)a) Vke {1, 2,3} , L(e,)=A,e, Cc'est-a-dire Z(ek) —Aid,(e)= (Z —Aid;)e,)= 0
Cela montre que ¢, € Ker(L - Aid,)

Tout vecteur de F peut s’écrire comme combinaison linéaire des 3 vecteurs de base (e, e,,e,) et donc aussi comme une

somme d’un élément de Ker(Z—&idF), Ker(L —Ajd.) et Ker(Z—/gidF).

Donc|F = Ker(L—Aid, )+ Ker(L - Aid,)+ Ker(L - Ajid,.)

(par double inclusion car il est clair que la somme de 3 s.e.v de F est bien sQr aussi incluse dans F)

3)a) Par définition de L, formule du binbme de Newton et linéarité de I'intégrale :

n

s e g

k=0



U ik e 1 1 D"t D"t
Comme J.Ot dt:{n+2—k} :n+2—k_0 onadonc L(f)(x)= Z( j( 2) k :ko[kJ( ) fk()

done |L(/,)= Z( j( ),

b) Onendéduitque L(f, )(0)= Z[ j( O fk( )= Z( j(+12)" P —EOJ( 1)" Z":(kjn(:zy i

n+2’ pa
(="

Donc |L(f,)(0) = 5

(relation de Chasles : on isole le terme ou k=0)

u X

c) D’aprés A)2)b): VxeR, L(fn)'(x):j.x u"du—(x—l)”:{ n J —(x-1)"= Tl —(x-1)"
- n+l] |

n+l n+l1

xn+2 (x _ 1)n+2 (x _ 1)n+1
En primitivant : |Vxe R, L xX)= — _ +C y C eR
n primitivan (/) (n+1)(n+2) (n+D(n+2) n+1 | O €
d) Evaluons les deux expressions de L(f,) enx=1. D’aprésc): L(ﬁl)(l):;—0—0+CH
(n+1)(n+2)
‘ (= 1)" ! D" &\ ED ()Y

D’aprésa): L 1 =

wesars 10)0=3( 1 U -3 E0 5 JED S

(on pose j=n—k) (symétrie des coefficients binomiaux)
j
On en déduit que Z( D 1 +C, etil nous reste a trouver C,
Jon+2 i (n+1)(n+2)

D’aprés b) et c) L(f )(O) _ﬂ 0— (—1)n+2 ~ (_l)n+1 iC - (—1)" |: _+]1 N n+2:|+Cn _ (_1)" L
n

+2 (n+D)(n+2) n+l " on+2 n+1 n+2

Donconabien C, =0 et Z( ) (j:
J

‘n+2 (n+1)(n+2)

4)a) On a déjavuau A)l)a) que L(fo):%f0 et L(fl):—%f0 _|.%f1

On va utiliser le résultat du 3)a) pour n=2

(—1)>* (-1 2) (=™ 2 (= 1 21
L= Z( jz kT [0J2+2—of°+(1]2+2—1ﬁ+(2]2+2—2f2_4f° 3ty

1/2 -1/3 1/4
Cela confirme que la matrice de L dans la base B=(f,, f,, f,)estbien M =| 0 1/2 -2/3

0 0 1/2

b) La matrice M est triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale donc |M est inversiblel (et donc L est bijectif).

0 -1/3 1/4 0 0 2/9
) 2M—-I1=|0 0 -2/3|. Oncalculealors [2M —1)’=|0 0 0
0 0 0 0 0 O

On trouve enfin que [(2M —1)* =0,

Remargue: On dit que 2M — I est une matrice nilpotente. C’est le cas de toutes les matrices «plus que triangulaires».

d) D’apres la formule du binbme de Newton (que I'on peut utiliser car 2M et (-1) commutent) :
QM -1 =2M)’ =32M)* 1 +3Q2M)I* -1’ =8M°> —12M* +6M -1
Donc 8M° —12M*+6M —1=0, puis 8M’ —12M*+6M =1=8M* -12M +61)M

~—l ~2 ~
On en déduit que |M_1 =8M° —12M +61| etdoncaussi L =8L —12L+6id




