Corrigé du DM n°2

1. (a) On calcule les différences :
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Donc pour k£ > 2 :
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(b) On reconnait une somme télescopique
n n n n—1 n
1 1 1 1 1 1
—_— == = Z —_— = Z - = - — — avec le changement d’indice i = k — 1
k-1 K et v L e A A S
n—1 n—1
1 1 1 1 1
= —+—-— ———=1-—<lcarn>1
i1 k n n
=2 k=2
2. (a) E t les inégalités — < —— — L on obtient
. (a) En sommant les inégalités — < —— — —, on obtient :
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(b) On a pour tout n >1:
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donc Sp+1 > Sy,.

(¢) (Sn),en est une suite croissante et majorée (par 1), donc d’apres le théoreme de la limite monotone, elle admet
une limite finie (que 'on notera L).

3. (a) Il faut reconnaitre pour la suite que

k=m+1
E t les inégalité L 1 < ! < 1 btient >m>1
n sommant les inégalités, — — —— < — < —— — — | on obtient comme n > m :
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(b) En faisant tendre n vers +o0, on obtient
L _p <2t
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4. Comme on a
L-5,<10? &< R,<1072

Donc pour m = 100, Sjgo donnera donc une valeur approchée & 1072 pres de L.

Exercice facultatif.

On consideére la suite (u,) définie par ug € R et pour tout entier n,
Ups1 = exp (up) — 1.
On pose la fonction f définie par
fx)=¢€"—1.
1. On étudie les variations de la différence : soit z € R, on définit

gla)=f(x)—x=e"—-1—u.

g est dérivable sur R en tant que somme de fonctions usuelles dérivables sur R et ¢’ (z) = e® — 1.
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Donc I’équation f (z) = = a une unique solution qui est 0 et f (z) — 2 > 0 sur R*.

2. On suppose que ug = 1.

(a) On montre par récurrence que pour tout entier n, 1 < w, < Upiq.
Pour n € N, soit P, la proposition : "1 < uy, < upy1.”.
Initialisation : ug =1 et u; = f(up) =e—1>1car e > 2. Donc 1 < ug < ugy1. Donc Py est vraie.
Hérédité : On suppose P, est vraie pour un n € N fixé. Montrons que P, est vraie.
Or f est strictement croissante sur R et 1, u, et u,+1 en sont éléments alors

f(l) < f(un) < f(un-‘rl)

et comme f(1)=e—1>1alors 1 < upi1 < tpio et done Ppyq est vraie.

Conclusion : ‘ pour tout entier n, 1 < u, < Upyq. ‘

(b) Pour montrer que (u,) n’est pas majorée on raisonne par l’absurde :
Si (uy,) est majorée, alors comme elle est croissante, elle est convergente d’aprés le théoreme de la limite
monotone. Soit ¢ sa limite. Comme f est continue sur R elle est continue en ¢ et

Flo) =2

D’apres la questionl, la seule solution étant £ = 0. Mais comme pour tout entier n : 1 < u,, alors par passage
a la limite, 1 < ¢ = 0. Ce qui est absurde. Donc (u,) n’est pas majorée et comme elle est croissante, elle tend
vers +0o0.

(¢) On étudie les variations de la différence : soit « € R, on définit

gla)=f(x)—(e—=1)-z=€e"—1—(e—1) .

g est dérivable sur R en tant que somme de fonctions usuelles dérivables sur R et ¢’ () = e® —e + 1.

x 1 +00
er—e+1|1 +
g 0o

Donc si z > 1 alors f (z) > (e — 1) z.

(d) On montre alors par récurrence que pour tout entier n, u, > (e — 1)
Pour n € N, soit P, la proposition : "u, > (e —1)"”.
Initialisation : ug = 1 et (e — 1)° = 1 donc ug > (e — 1) . Donc Py est vraie.
Hérédité : On suppose Py, est vraie pour un n € N fixé. Montrons que P, ;1 est vraie.
Or f est strictement croissante sur R et u,, et (e —1)" en sont éléments donc

flun) = f((e=1)")
et comme (e — 1)" > 1 alors f ((e —1)") > (e—1) (e — 1)" donc

n

Unsq > (e — 1"

Donc P,, 41 est vraie.

Conclusion : ‘ Pour tout entier n, u, > (e —1)". ‘

Et comme e —1 > 1 alors (e — 1) — +o00 et par comparaison u,, — +00.
n—-+oo n—-+oo

3. On suppose ici que ug < 0.
(a) On montre par récurrence que pour tout entier n, u, < 0
Pour n € N, soit P, la proposition : "u, < 0”.
Initialisation : ug < 0 par définition. Donc Py est vraie.

Hérédité : On suppose P, est vraie pour un n € N fixé. Montrons que P, ;1 est vraie.
Or f est strictement croissante sur R et u, et 0 en sont éléments. Donc

s = f () < £ (0) = 0.

Donc P, 41 est vraie.

Conclusion : ‘ Pour tout entier n, u, < 0‘

(b) Pour tout x < 0, on a f (z) > x donc comme u,, < 0 alors up+1 = f (Up) > Up.
Donc (u,) est croissante et comme elle est majorée par 0 alors elle est convergente. Soit ¢ sa limite. f est
continue sur R donc elle est continue en ¢ et f (¢) = £. La seule solution est £ = 0.
Donc (uy) converge vers 0.



