Corrigé du DM n°4
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1. (a) On a pour tout réel = : si x € Dy, —x € Dy et

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =
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Donc f est paire.
(b) f est dérivable sur R
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fn —oo: f(#) = Sy oo

En +o00, on a par symétrie f (x) - 0.
Tr—r+00

(¢) On étudie les variations de la différence : g () = f (x) — x. g est dérivable sur R et ¢’ (z) = f' (z) — 1.
Sur R™,ona f(z) >0donc f(z) >z et f(x) =2z n’y a pas de solution.
Sur RT, on a f’ (z) <0 donc ¢ (z) < 0.
On a donc g qui est continue et strictement décroissante sur RT, donc g est une bijection de Rt dans

| tim_o(o).0(0] =1-00,1/21

Comme 0 € |—o0,1/2], alors d’aprés le théoréme de la bijection I'équation g (z) = 0 a une unique solution ¢
sur RT.

Conclusion : ‘ L’équation f (¢) = £ a une unique solution ¢ sur R. ‘

(d) g(1/2) = f(1/2) —1/2 <0 donc g (0) =1/2 > g (¢) > g (1/2) et comme g est strictement décroissante sur R
et qu’ils en sont éléments.
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Conclusion : |0 < /¢ < 3

(e) Pour x <Oona|f (x)] = f(x)et
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Et comme f est maximale en 0, on a bien
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Conclusion : | pour tout z € R, |f'(z)] < f(z) < f(0) = 3

2. On définit la suite (u,)nen par :
Uy = 0 etVne N, Un+1 = f(un)
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(a) Pour n € N, on définit la proposition P(n) : "u, € [0,1/2].”
Initialisation : uy = 0 donc ug € [0,1/2], P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothése de récurrence, u, € [0,1/2], alors, d’apres la question 1.(c), on a f (u,) € [0,1/2].
Donc uny1 € [0,1/2], P(n + 1) est donc vraie.
Conclusion : ‘Pour tout n € N, u,, € [0,1/2]. ‘

(b) f est continue sur [0,1/2] et dérivable sur U'intervalle ]0,1/2[. De plus, d’apres les précédentes questions, u,, €

1
[0,1/2], 1€ [0,1/2] et | f' (z)| < 5 pour tout = de [0,1/2]. Donc, d’apreés I'inégalité des accroissements finis

1 () = £ (O] = unss — £ < glun — 4
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Conclusion : | Pour tout n € N, |up41 — €] < §|un —1.
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(¢) Pour n € N, on définit la proposition P(n) :

77|

1
Initialisation : |ug— (| =(< § = 051 P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
Yot 17 R . 1 1 1
D’apres 'hypothese de récurrence, |u,, — ¢ < STt alors, |up41 —£] < §|un -/ < 3ol P(n+ 1) est donc
vraie.
1
Conclusion : | Pour tout n € N| |u,, — £| < Jnii

1 )n+1

(d) Alors comme || <1 ona (1 — 0 et par encadrement |u,, —¢| — 0 et donc
n—+4o00 n—-+4oo

Conclusion : ‘la suite (u,) converge vers /. ‘
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(e) u, donnera une valeur approvchée de £ & 1073 pres si |u,, — £| < 1073 ce qui sera réalisé si PTEs) <1073

import numpy as np
u=0
p=1/2
while p>10%%(-3)
p=p/2
u=np.exp(u)/(1+np.exp(2*u))
print (u)

Exercice facultatif.
On considere 'application ¢ défini sur R par :

{ p(@)=1-2?In(z) siz>0

p(0)=1
1. On a
— 1 _ 2 _
plx)=1 xln(a:)zjoo 00
Qp(x)zl—xln(x) — —00
x xT T—r400

On a donc une branche parabolique verticale en 4o0.

2. ¢ est continue sur ]0, +oo[ comme produit de fonctions continues. De plus, par croissance comparée en 0, on a

o)=1-2In(z) — 1=¢(0)

z—0t

( est continue en 0.

Conclusion : | ¢ est continue sur R, . ‘

3. @ est dérivable sur R} comme produit de fonctions dérivables sur R’. Pour z > 0, on a

¢ (x) = —2zIn(z) — % =—x(2ln(z)+1)



4. En 0, on calcule le taux d’accroissement : pour x > 0

—¢(0
p@) =9 (0) =—xln(x) — 0 par croissance comparée.
z—0 z—0t
Conclusion : | ¢ est dérivable en 0 et ¢’ (0) = 0. Sa courbe a un tangente horizontale en 0.

5. On obtient le tableau de variations suivant

x 0 1/+/e +00
2In(z) +1 - 0 +
— _ _

¢ (x) 0 + 0 —
@) 1 /2 1+5 N\ -0

6. ¢ est strictement positive sur [0,1/+/€], il n’y a donc pas de solution & ¢(z) = 0 sur cet intervalle.

 est continue et strictement décroissante sur ]1/4/€, +o0o[ dans |—o00, 1 + 1/(2¢)[. D’apres le théoréme de la bijection
monotone, ¢ est bijective de ]1//e, +o00[ dans |—o0,1 + 1/(2¢)[. Comme 0 € |—oc0,1 + 1/(2¢)], il existe une unique
solution « a ¢ () = 0. De plus,

¢(¢§) :1—21n(\/§) —1-1n(2)>0 etp(2)=1-4In(2)<0

(2) < pa) <p(V2).
Comme ¢ est strictement décroissante sur |1/+/e, +oo[ et que v/2, a et 2 en sont éléments, on obtient

\/§<a<2.

Conclusion : |il existe un unique réel o tel que ¢ (o) =0 et V2 < a < 2.

7. On considere les deux suites (a,), oy et (bn) définies par : ag = V2 et by = 2.

neN
Yn>0, si p(a,) e (a;—) <0 alors an41=a, et byy1= ¢ —2~_
n b'n, n bn
Yn>0, si p(a,)p (a + > >0 alors apy1 = a ;r et bpy1 =by

On reconnait dans ce programme la méthode de dichotomie.

Pour écrire un programme en Python calculant a7 et b7, il y a simplement a suivre la définition mathématique
donnée, en placant les termes successifs des suites a et b dans a et b , les réaffectations pour a,,+1 = a, et b, 41 = by,
étant inutiles.

import numpy as np
def phi(x):
return 1-x**2*np.log(x)
a=np.sqrt(2)
b=2
for k in range(1,8):
t=(a+b)/2
if phi(a)*phi(t)<0:
b=t
else :
a=t
print(a)
print (b)



