Corrigé du DM n°5

On note M3 (R) ’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois et on considére les matrices suivantes de M3 (R) :

1 00 1 11
I=1 010 A= 1 0 0
0 0 1 1 00
1 1 1 1 11 3 11
1.OnaA?2=( 1 0 0 100 |]=1111
1 00 1 00 1 1 1
3 11 1 1 1 5 3 3
et A3=A%A=| 1 1 1 100 |=(311
1 1 1 1 0 O 3 1 1
3 1 1 1 1 1 5 3 3
enfin A2+24=|[ 1 1 1 |+2[ 1 00 |=|3 11 |=4°
1 11 100 3 11
2. Soient x et y réels tels que
1 1 1 3 1 1 z+3y z+y x4y 0 0 O
zA+yA? =0, <z 1 0 0 |+y|[ 1 1 1 |=| z+y y y =[0 0 0
1 0 0 1 1 1 T+y Y Y 0 0 O

y=0
y=0
& x+y=0<:>{ 0
z+3y=0 B

Donc la famille (A, A2) est libre.

3. Comme la famille (A, AQ) est libre, si a,, et b, existent, ils sont alors uniques. L’existence se prouve par récurrence :
Pour n € N*, on définit P(n) la proposition : ”il existe un unique couple (ay,b,) € R? tel que A™ = a,, A + b, A%”
Initialisation : Pour n =1 on a A' =14 + 042 donc a; = 1 et b; = 0 conviennent. P(1) est donc vraie.

Hérédité : On suppose que pour un n € N* fixé, la proposition P(n) est vraie. Il existe a,, et b, réels avec
A" = a, A+ b, A%, alors

AV = A"A = (ap A+ b, A%) A = a, A* + b, A® = 0, A® + b, (A + 2A) = 2b, A+ (ay, + by) A

Donc an41 = 2b, et b,4+1 = a, + b, conviennent.
P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : Pour tout n € N*, il existe un unique couple (a,,b,) € R? tel que A" = a, A + b, A2.
4. On peut écrire
import numpy as np
n=eval (input (’n=7’))
a=1
b=0
for k in range(1l,n+1):
u=a #on stocke la valeur de a_k
a=2x*b
b=u+b
print(a)
print(b)
5. (a) Comme a,4+1 = 2b, pour tout n > 1, on a aussi a,42 = 2b,1 pour tout entier n.
Comme b, 1 = a, + b, pour tout n > 1 on a a,12 = 2a, + 2b,.
et comme b,, = %anﬂ pour n > 1 on a finalement

Upt2 = Gpy1 + 20y,

(b) La suite a est récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
Son équation caractéristique est : 72 —r — 2 =0 qui a pour racines r = —1 et r = 2
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Donc pour tout n > 1 on a a, de la forme (avec = et y réels & déterminer)
a, =z (=1)" +y2".
Comme A =14 4+ 0A? et que A2 =0A+1A%2 onaa; =1 et a; = 0 donc x et y sont solutions de

1 1
alzw(—l) + 42 l=—2z+2y 1=—-2+2y x:—2/3
< e <

Donc pour tout entier n > 1,

2 1
n=—= _1'IL 2n
an=—3 (1" +g
et pour tout n > 1
by = Ly g on
n — Z0an = 5 = -
27T 3 6

(¢) Finalement on trouve pour tout entier n supérieur ou égal a 1

2 1 1 1
At =[S (-1)"+ 22" | A (=)™ 4 227 )| A2

Exercice facultatif.

1. t— ﬁ est continue sur R comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour

. T T - . . 1 . o
x réel fixé, intégrale sur U'intervalle [z, 2z] de la fonction continue ¢ +— T ost bien définie.

L’intégrale sz \/t;ﬁdt est donc définie pour tout réel x.

2. Soit x € R, on effectue le changement de variables linéaire u = —t. On a alors

—2z 1 2(71) 1

2x 1
f@):/m =] = e e

‘ f est donc une fonction impaire. ‘

1 , . . e ey _rz 1 , .
3.(a) t— T oSt définie et continue sur R. Une de ses primitives G(z) = fo Wdt est donc définie et de classe

C! sur R.
f(a) /M1 BT L S /xil dt = G(22) — G(x)
) = - — = z) —G(x
. VERLT o VEFT Jo VBRI
‘ f est donc de classe C! sur ]R.‘
(b) Soit = € R,
1 1 1 1

f(x) =2G"(2z) — G' () =2

V@z)2+1 Va2 +1 \/IZJFi Va2 +1

Comme V22 +1> (/224 1 pour z € R, on a f'(z) = ——— — —— = > 0.

z2+1 22+

‘ f est donc strictement croissante sur R. ‘

4. (a) On a pour t > 0,

2P4+1< t242+1,
< Vi2+2t+1 cart— Vi est croissante sur R,
VEFI< JiE+1)2=t+1,
1

1 .
car t — : est décroissante sur R .

Soit = € R fixé, on integre la précédente inégalité sur [z, 2x].

2z 2z 2x
1 1 1
/ —dtg/ dt / Lar
. t+1 . VE2+1 Lt

()
()

N

In(t + 1))/=2

In(2zx 4+ 1) — In(x + 1)
2

n(t)]; =2

<
< In(2z) — In(x).

<f
< f



\w R, I(2z+1)—In(z+1) < f(z) < In(2). \

(b) D’apres la question 4.(a),

2 1 2
ln(2x+1)—ln(x—|—1):ln<x+ ):ln( i
z+1

8=

) < 7@ <@,

—_
+
8=

Or 1n(

) — In(2) lorsque z tend vers +oo.
Le théoreme d’encadrement nous permet de conclure que ‘ f(z) tend vers In(2) lorsque = tend vers +oc.

(¢) La fonction f étant impaire, on en déduit que f(z) tend vers —In(2) lorsque = tend vers —oo.

T | —o0 0 400
In(2)

—In(2)

(d) f est continue et strictement croissante de R & valeurs dans } —1In(2),

In(2)[, d’apres le théoréme de la bijection
il existe donc une unique solution & 'équation f(z) =0 €] —In(2),1n(2)[. De plus, f(0) =

‘0 est donc I'unique solution de ’équation f(x) = 0. ‘

5. (a) Pour tout z € R, on a :
< P41
lz] = V2?2 < 224+ 1  cart+ /1t est strictement croissante sur R,

—z < x| < 2241 carpourz € R, —x < |zl

‘Va:eR, O<x+\/x2+1‘

(b) Puisque x — z + V2 + 1 est dérivable et strictement positive sur R et ¢ +— In(t) est dérivable sur R, la
fonction h est donc dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables.

Pour z € R, calculons h'(z).

2x T
+ —— 14—
2vVrZ+1 vz +1

W(x) = =
@) x+Va?+1 T+ Vo2 +1

B vz +1l+4zx

V21 (z Va2 +1)
1

VexeR, h(z)=—=
x2 41

(c) h est 'unique primitive de ¢ — \/7 qui s’annule en 0. On a pour z € R, h / \/1527

f peut donc s’écrire pour = € R,

422+ 1
2

f(z) = h(2x) — h(z) = In(2z + /(2x)? —In(z ++Va22+1)=In PRy i

o x4/ 2241

6. (a) Pour z > 0, on utilise le fait que x = ffm 1dt. Calculons alors z — f(x)
2x 2x /49 _
VEZ+1 @ 241

/(
/2’5 t2+1 )(\/t27+1)dt
| v

x — f(x)

t2+1(\/t2 1+1)
2 VETT -1

dt
VEFTWE+1+1)
3




2z 2
t
vV > 0, — = dt.
! =~ 1) s VEFL(WVEF141)

t2

VEFLI(VEFT1+1)

(b) Pour ¢ > 0, > 0, donc pour z > 0

2x 2

t
z— f(x) = dt >0
J(@) . VEFIWEF+14+1) —

De plus, pour t > 0, V2 + 1 (V2 +1+ 1) > 2, ainsi pour z > 0
2z t2

v I@ = ETETTE )

dt
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On en déduit que

Vr € RY, Oéx—f(x)gwg)s—%:%x?’.

(¢) Pour z > 0, la question 6.(b) nous permet d’écrire

0< z— f(x) g%x?’
f(=) [ o
0< 1-—-~ ggx, on a divisé par x > 0.

Or %:cQ tend vers 0 lorsque x tend vers 0. D’apres le théoréme d’encadrement, @ tend vers 1 lorsque = tend vers 07F.

(d) Pour z < 0, puisque —z > 0, on a grace & la question 6.(b)

0< (-0) - f(-2) < (o)

0< 17]‘(_;;) < %(f:p)Q, on a divisé par —z >0

0< 1-— @ < gazz, d’apres la question 2., car f est impaire.
D’apres le théoreme d’encadrement, @ tend donc vers 1 lorsque z tend vers 0.




