Corrigé du DM n°6

On consideére la fonction f définie sur ]0, +o0 [ par :

F)=tet ) = T2 M0

1. x — f(x) est continue en tout z tel que = # 1 et > 0 donc sur 0, 1] et |1, +-o00[.

six # 1.

Vérifions la continuité en 1.
Pour  # 1, on pose h=z — 1. On a

r+1 In(z) h+2 In(l14h)

o)== h 2
Or In(1+h) ~ h donc
h—0
1
n(l+h) 1
h h—0

ainsi f(x) e 1= f(1). Donc f est bien continue en 1. Finalement f est une fonction continue sur ]0, +o0|.
r—

2. f est dérivable sur les intervalles |0, 1] et |1, 400[ comme quotient de fonctions dérivables

. a?—1-2rln(z)  In(z) - 522
Fz) = 2w(x —1)2 (z— 1)3

Soit g(x) = In(z) — ‘”22;1. g est dérivable sur ]0, +oco] et

1_2952—(362—1)_2x—x2—1_—(x—1)2

/ = — f— P—
g(z) = x 222 212 212 <0
Donc

T 0 1 400
g (x) - 0 -
g(z) + 0 -
f'(z) - I+
f(z N 1

Donc f est strictement croissante sur |1, +o0o] et strictement décroissante sur ]0, 1[.
3. Pour tout x strictement positif et différent de 1, la dérivée f’ de f vérifie :

f(2) = 2?2 —1—2xIn(z) _ 2z(z — 1) — 2z In(z) — (z — 1)? _ (z—1)—In(z) 1
2x(z —1)2 2x(x —1)2 (x—1)2 2x

4. (a) Donnons le développement limité de ¢ — In (1 +¢) & 'ordre 2 au voisinage de 0.

2
ln(1+t)§t—%+o(t2).

(b) On calcule la limite du taux d’accroissement en 1. Soit z # 1,

F@) =) 20 -1 @4 1)n(e) -2 —1)

r—1 r—1 B 2(x — 1)2

On étudie le comportement de ce taux d’accroissement au voisinage de 1. Si on pose x = 1+ ¢, lorsque t est au
voisinage de 0, x est au voisinage de 1, ainsi

fx)—f(1) (z+1)In(x) -2(x—1) (2+¢)In(1+¢) -2t

x—1 2(x —1)2 22
Or lorsque t est au voisinage de 0
2+t +t)—2t @+ (t-5+o0(2)) -2
2t2 0 2t2

A+t +o(t?) 2
0 2t2
o (tg)
0 2t2



2
ot
( ) — 0, ainsi on peut en conclure que

définiti
Or, par définition, 57 10

Par conséquent, f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.

(¢) f’ est continue sur ]0, 1] et |1, +oo[. Déterminons la continuité de f’ en 1.

(x—1)—In(z) 1

) — =

F@) = — =92 91
On pose z =1 + ¢, ainsi

(z=1)—In(z) 1 t-In(1+?) 1
(x —1)2 2r t2 2(1+1¢)
Or lorsque ¢ est au voisinage de 0
2
t—In(1+1) 1 _t—(*—%+0@5) L _1. 0 1
2 20+1) 0 2 20+t 02 ¢ 21+ 1)

Or, par définition, o (1) Y Oet 1+t "4 1, donc f'(z) — 0= f'(1). f’ est continue en 1.
— — T—
Par conséquent, f’ est continue sur I'intervalle |0, +-0o[. Donc f est de classe C! sur I'intervalle ]0, +o0].
5. (a) Soit g(z) = In(x) — (x — 1). g est dérivable sur ]0, +oo[ et

, 1 1—2
g'(z) =~ .
T 0 1 +00
1—=x + 0
9'(x) + 0 -
g9(z) 0N

Donc pour tout > 1, on a: g(x) <0 et In(z) < (x —1

~—

(b) Six > 1, alors Tt

1
1 > 0 et donc

-
~r+1 In(z) x+1 z2-1 x+1
@ =09 5 <3212 T2
1
orpourx>1,x; <x;x=$,doncf(x)<x.

Donc pour tout z >1on a: f(z) < z.

6. On a la représentation graphique de f suivante

7. Soit a un réel supérieur a 1.

(a) Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : "z, est bien défini et z,, > 1.”
Initialisation : zp = a > 1 donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothése de récurrence z,, > 1, comme f est strictement croissante sur [1,+o00[, on a

T = f (@) > f(1) =1

P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, la suite (), .y existe et x, > 1.
2



(b) Orsi & > 1 alors f(x) < z. Donc, comme z,, > 1, x,11 = f(x,) > 2, et cette suite est décroissante. Comme
elle est minorée par 1, la suite (), oy converge vers une limite [ > 1.
f est continue sur [0, 4+o00[, donc en I. On a donc f(I) =1. Orsi ] > 1 alors f(I) < et donc f(I) # l. Comme
[ > 1, alors nécessairement [ = 1.
8. Etude de la vitesse avec laquelle la suite (xn)nzo tend vers [ = 1.

(a) f" est de classe C' sur R, f” est continue en 1.
f(z) — 0.

rz—1

Donc si z est suffisamment proche de 1, |f/(z)| sera aussi petit que 1'on veut et donc plus petit que % Ainsi il

existe ¢ > 0 tel que si x € [1 — ¢, 1+ €] alors
[f'(@)] <

m wlr=

— 1, il existe ng tel que si n > ng alors z,, € [1 —e,1+¢€].

Comme z,,
n—-+oo
(b) Sin > ng alors x, € [1 —e,1+¢]. f est dérivable sur [1 —e,1 + €], on applique I'inégalité des accroissements

finis sur [1 — ¢, 1 + €] entre z,, et 1, alors
1
£ ) =11 < Sl 1]

(c) On a alors, par récurrence, pour tout n > ng
1 n
T, — 1 < | = Ty, — 1] 3™0
3 0
—_———

=K
D’ou, pour n > ng
|z — 1] 2\"
0< — < | = K
- 1/2» T \3
|zn — 1]
Par encadrement, ——— — 0.
/2” n—-+oo
1 = 1
e Y\ )

Exercice facultatif.
On considere, pour tout entier naturel n, application ,, définie sur R par

Ve R, ¢, ()= (1—z)"e

ainsi que l'intégrale :
1
I, = / on (z) dx
0

On se propose de démontrer I'existence de trois réels, a, b, c¢ tels que :
Lo=at 2y S yo(L

" TR TR T2

pn €étant continue, 'intégrale est bien définie.
1. On a
1 1 1 1 1
Iy = / @o (x) dez = / e dy = |:—€_2$:| =——e 4=
0 0 2 o 2
De plus,
1 1
b= [ er@d= [ 1-ne
0 0
en intégrant par parties avec
u(z)=1-2) u(r)=-1
1
Vi(r)=e"? w(z)=—ce



les fonctions u et v étant de classe C' on a :

1 1
I = |—=e>(1-2)| - —e %y
2 o Jo 2
1 1,10 1 1, 1
I e ]0_2+4e 1
11,
- Z"‘Ze

. Comme on ne peut pas calculer facilement I,,, pour comparer I, et I,,;1 on compare d’abord leurs contenus :

ot (1) — (@) = (L— )™ e (1 a)" e = (1) (1= — 1) e
= —x(l—2)"e?* <0sur [0,1]

Donc ¢p+1 < ¢y sur [0,1]. Comme 0 < 1 (bornes) alors par croissance de I'intégrale

/Olsonﬂ () dxs/olson@) d

Conclusion : ‘ la suite I est décroissante‘

. Pour tout = € [0,1] : (1 — )" e=2* > 0 donc (0 < 1) on a pour tout entier naturel n

1
[n:/ on (z) dx > 0.
0

La suite I étant décroissante et minorée par 0, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle est convergente vers
une limite ¢ > 0.

. La fonction z — e—2*

est décroissante sur R donc pourz € [0,1] on a
e < =1

On a alors par croissance de I'intégrale. Pour tout z € [0,1] : 2% < let (1 — )" > 0donc (1 —x)" e 2 < (1 —z)"

d’ou . .
/ (1—2)"e 2%dx < / (1—2)"dz
0 0
or ) .
-1 1
/ (1—x)"de = 1—2)"" =
0 n -+ 1 0 n + 1
ainsi .
vneN, 0<I,<
n+1

Conclusion : | Par encadrement, on a alors I, —+> 0.
n—-+0oo

. Ona 1
I = / (1—2)" e 2dz
0

on integre par parties en posant

les fonctions u et v étant de classe Ct on a :

1 1 1
1 1 1 1 1
Lo = |—2e=2m (1 = g™+ —/ Nl gyrergp = Lo / (1—2)" e dz = 2 [1 — (n+1) L]
2 b 2 2" 2 ), 2

Conclusion : ‘Vn eN, 2L,;1=1-—(n+1)I,. ‘

. Comme 2J,,11 =1— (n+1) I, on a alors

nly+1I,=1-2I = nl,=1-204—1I, — L

n—-+oo

Conclusion : |nl, — 1.
n—-+oo




7. D’apres la question précédente, on a
nl,—1=-2l,1 -1, < nnl,—1)=-2nl,41—nl,

on fait apparaitre (n+ 1) I,4q car (n+ 1) Iny1 —> 1
n——+o0o

n(nl, —1)=-2 m+1)Ip41—nl, — =3

n + n—+4o0o0

Conclusion : |n(nl, —1) oy —-3.
n—-+0o0o

8. Pour trouver valeurs de a, b, ¢, on cherche par identification : soit a, b et ¢ des réels tels que

b c 1
I, =a+—-+—5+0|—
+00 n n? n?
— Comme I,, — 0 alors

n—-+oo

— Ainsi

ornl, — 1donc
n——+o0o

— Donc

orn(nl,—1) — —3donc

n—-+o0o

Conclusion : | Les seules valeurs possibles sont a =0, b=1 et ¢ = —3. ‘




