Mathématiques
Corrigé du DS n°3

Exercice 1.

1. (a) La guépe est en A a linstant 0 :
(ZO:P(A()):L bOZO et SQZO.

Comme elle était en A & 'instant O :

Elle ne peut pas sortir avant 'instant 2

De plus, So = Ag N By N Dy, donc d’apres la formule des probabilités composées

So9 = ]P)(SQ) = ]P)(AO ﬂBl ﬂDQ) = ]P)(Ao) ']PAO (Bl) ']P)AOQBl (DQ) =1

| =

Wl N
A~ =

(b) D’apres la formule de Bayes, on a
P(B1) Pp, (42)
P (Az)

Comme (A1, By) est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités totales, on a

PA?, (Bl) =

2 1 11 5
P(As) =P (B1)Pp, (A2) + P (A1) Py, (AQ)—5‘1+§'§—E.
Donc
2.1 3
Pa, (B1) = 354 = £
18

(c) Pour étre en A & l'instant n + 1 elle pouvait étre en A ou en B & l'instant précédent. Donc
AnJrl - (An N An+1) ) (Bn N An+1) 5

et de la méme facon
Byi1 = (A, NBpy1) U (BN Buyt).

(d) Comme les (A, N A,41) et (B, N A,41) sont incompatibles,

P (An+1) = P (An N An+1) +P (Bn N An+1) =P (An) ]P>An, (An+1) +P (Bn) PBn (An-H)
1 1
n+1 = gan + ibn
et de la méme fagon
buss = 2an + 2b
n+1 — 3(1” 9 n-.

2. (a) On a pour tout n € N*,

2 1 1 1
= — _ — _ :2 — _ — _ :2 .
bn 3an 1+ 2bn 1 (3an 1+4bn 1) Gnp,

(b) On a alors pour tout n € N*,

1 5
an41 = gan + Z2a" = Ean.

o PSRN .5 . 1 .
Ainsi a est une suite géométrique de raison 6 et de premier terme a; = — donc pour tout n € N*,

(NI (5\"L 6 _ (5\" 2
"\ 6 3 \6/ 3 5 \6 5

On en déduit alors



(¢) Comme <1, b, et a, tendent vers 0 quand n tend vers +oco. Donc la guépe finira par se retrouver dehors.

3. (a) La guépe sort a l'instant n si a instant n — 1 elle était en B et qu’a l'instant n elle est dehors :
Sn=Bnp_1ND,.

Donc pour n > 2,

1 5 n—1 1 5 n—2
Sn = ]P)(Sn) = P(Bn—l N Dn) = IED(Bn—l) . PBn,l (Dn) = an—l = g <6) = 6 <6>

(b) La guépe est dehors a 'instant 10 si elle sort entre Iinstant 2 et 10.

10

Dy = U Sy

k=2

Comme on a une union d’événements incompatibles, alors avec le changement d’indice ¢ = k — 2
10 10 k—2 10 k—2 8 i 5 9
1/5 1 5 1 5 (7) 5
P(Dy)=Y P =) (= = - — = - - & —1-(=
ow=3re0=35(5) =52 () -i%6) ()

k=2 k=2
Autre méthode : La guépe est dehors si elle n’est ni en A ni en B a l'instant 10, autrement dit

@\H

Do = A1p U Byo.

Comme Ajg et Byg sont incompatibles,
10 10 10 9
- 2 (5 4 /5 6 (5 5
P(Dlo) = ]P’(AmUBm)—1—19’(1410)—]?(310)—1—5(6) —5(6> _1_5<6) —1—<6> .

Exercice 2.

1. Pour k € [1, N — 1] Pévénement (X = k) signifie que l'on a échoué au niveau k + 1 donc en notant E; pour échec
et S; pour succes au i€ niveau on a :

k
(XN = k‘) = (ﬂ Sz) N Ejyq.

D’apres la formule des probabilités composées, on obtient

k
P(Xy=k) = H 5100851 ( )) Ps,n..nsi (Ert1)

)—‘\b—\/—\

(k+1)!

(Xn = N) quant a lui signifie que 1’on a passé victorieusement tous les niveaux :

o= (fys)

D’apres la formule des probabilités composées, on obtient

N
P(Xy=N) = (HPsm--nsi_l(Si)>
) i=1 .
1.2, (N—-1)-N
1
- N



2. D’apres le théoreme de transfert
N
E(Xy+1)=)Y (k+1)P(Xy=k).
k=1

La probabilité étant donnée par deux formules différentes suivant que ¥ < N — 1 ou kK = N, on découpe tout
d’abord la somme pour séparer ces deux conditions :

N—-1
E(Xy+1) = (k+1)P(Xy=k)+ (N+1)P(Xy=N)
k=1
N-1
k N+1
= 2 WGyt e

Comme k > 1 dans la somme, on écrit : (k+ 1) = (k+1)k(k—1)!

N-1 N-2 N
N 1 1 1 1 1 .
XN+1 2 +7!+m:i:EOa‘i‘m—Fm:iOaaveClzk—l.

Donc E(Xy +1) = Sy et comme E(Xy+1) = E(Xy)+ 1 on a bien finalement F(Xy) = Sy — 1. Avec
I'indication, on obtient alors

lim F(Xy)=e'—1=e—1.
N —+oco

3. On applique la méme technique pour le calcul de F [( Xy + 1) (Xy —1)].
On utilise le théoreme de transfert et on écrit pour k > 2, (k+1) = (k+ 1)k (k — 1) (k — 2)! alors

] =

E(Xn+1)(Xn—-1)] = S (k+1)(k-1)P(Xy=k)

k=1
_ Op(XN20)+Z_(k+1)(k—l)(kf1)l+(N-‘rlj)v('N—l)
k=2 ’ '
= (N +1) (N —1)
o (k—2)!Jr N!
k=2
1 WH+D(N-1 .
— _OZ'+])\[(!) avec i =k — 2
e DO

N!

4. Déterminons le moment d’ordre 2 de X . Par linéarité de ’espérance, on a

E[(Xn+1)(Xny-1D]=E (X} -1)=E(X3) -

Donc
N+1)(N -1
E(XIQV) :E[(XN+1)(XN—1)]+1:SN,3+%(|)+1.
D’apres la formule de Koenig-Huygens, on obtient alors
N+1)(N -1
V(Xn)=E(X}) - E(Xn)’ =Sn_3+ WHDWN-1) z)v(' )1 (Sy —1)°.
De plus,
SN73 — €
N—+oc0

N2
et comme par croissance comparée N aor

N+1)(N—-1) N?*(1-1/N?

N+DN-1) _NO-YN)

N! o N! N—+too

on a finalement
V(Xn) Ny e+1—(e—1)>=3e—¢2

—+o00



Exercice 3.

Partie I : Exemples

1. Premiers exemples

Pour tout entier naturel n, calculer w,, en fonction de n dans chacun des cas suivants :

(a) On a alors
Wy, :Zukvn,k :Z2'3:6(n—|—1)
k=0 k=0

(b) u, =2" et v, = 3™. On a alors

n n k 2 n+1
2yt
Wy, = Z 2k3n—k} = 3" <2> = 3" (3)2 — _2n+1 + 3n+1

k=0 k=0 3 3—1
(c) u, = % et v, = 37% On a alors

n n

ok gn—k 1 /n 1 1

=N 2 N okgn—hk — — (243)" = —5"

n Zk!(n—kz)! Zn!(k) a CE3T =

k=0 k=0
2. Un résultat de convergence
1 n
Dans cette question, la suite u est définie par : Vn € N, u, = <2> et v est une suite de réels positifs,

décroissante a partir du rang 1 et de limite nulle.

(a) On a

m
D ue =

k=n-+1

]z
o
S
N
~_
B

a
Do | = w\»—g
+

N | =

NI~ N~ N

<

I
e N N N e
N N N~ N~ N~

3

N

—

I

~—— o tom

3 Nl

N———

:

3

~_—

m
Donc pour n < m, on a bien : Z U < Up -
k=n-+1
(b) e Pour k <n,ona?2n—k>netvy,_ <uv, car la suite v est décroissante. Comme wu > 0, on a

n n
EW%%SEW%
k=0 k=0

De plus,

- 1
Zuk:2<1— 2n+1) <2.
k=0

Alors

n n
Ewmwégwwém.
k=0 k=0



e Pour k < 2n —1 on a vy, < v1 (par décroissance de la suite v) donc en multipliant par ug > 0

2n—1 2n—1
E Uk Vap—k < E U V1.
k=n-+1 k=n-+1
Et comme
2n—1
1
E Uk > on = Un
k=n-+1
alors
2n—1 2n—1
E Uk Von—f < E U v1. < V1 Uy
k=n-+1 k=n-+1

(¢) On sépare les termes de la somme wy,, :

2n n 2n—1
Wap = E Uk V2n—k = U2n,V0 + E Uk Von—k + E Uk V2n—k
k=0 k=0 k=n+1

Ainsi a I'aide de la question précédente :
Wap, < Vo Uzn + 20 + V1 Up.

On suppose que I'on a obtenu également way, 11 < Vg U2p+1 + 2Unt1 + V1 Up-
(d) Comme (ws,) est positive (somme de termes positifs) et majorée par ug,vg+ 2 v, +u, v1 qui tend vers 0 quand
n tend vers +oo, alors par encadrement ws,, tend vers 0.
De méme pour (wap41).
Donc la suite (wy,)nen tend vers 0 quand n tend vers I'infini (termes de rangs pairs et impairs).

n
(e) Soit w], = E:u;€ Up—k. On a
k=0

n
Jwi, | < Z ‘u;c vn,k‘ = Wy,
k=0

!/ : !
Donc par encadrement, (wy,), oy (i-e. v’ *v ) tend vers 0.

Partie II : Application a 1’étude d’un ensemble de suites

Dans cette partie, A désigne l’ensemble des suites a = (a,)nen de réels positifs vérifiant :

1
Vn € N*v Ap1 < §(an + anfl)

1. (a) Si une suite a est décroissante alors
Vn € N*7 nt1 < ap < Ap_q

donc an+1 < ap-1 et ap41 < a, en additionnant ces deux inégalités on a

2an+1 < ap + Ap—1 ~ Gp41 < (an + an71)~

N =

Donc toute suite décroissante de réels positifs est élément de A.
(b) Si une suite a est strictement croissante alors

Ap41 > Qp > p—1

et 2a,41 > an + an—1 et on n’a donc pas

Vn € N, anq1 < 5(an + an—1).

1
2
Donc une suite strictement croissante n’appartient pas a A.

1
2. Soit z = (2zn)nen une suite réelle vérifiant : Vn € N*| 2,41 = i(zn + Zp-1)-



(a) Une telle suite est récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

Son équation caractéristique est :
202 —x—1=0

1
Cette équation a pour racines 1 et —5 Donc il existe deux constantes réelles « et 5 telles que l'on a :

1

Vn € N, zn:a+ﬁ<—2>

(b) On pose « =1 et 8 =1, alors on définit

1 n
Vn e N, zn_1+(2) .

1 1\"
Elle est solution de z,4+1 = §(zn + z,1) et est positive car (—2> > —1 pour tout entier n.

Donc z est élément de A. Mais elle n’est pas monotone :

2 1 t >
=2, z1=- et z=-.
0 1=5 2=

Donc il existe une suite non monotone appartenant a A.

1 n
3. Soit a = (an)nen un élément de A et b la suite définie par : Vn € N, b,, = (2) .
1
On définit alors la suite ¢ par : ¢g =ag et Vn € N*, ¢, =a, + §an,1.

(a) Pour tout n > 1on a:

1 1 1
Cn — Cnt1 = Gy + 2@n-1 = ( ani1 + 30| =35 (an +ap—1) —ant1 >0 car a€ A

Donc ¢p41 < ¢, et la suite ¢ est décroissante.

Comme pour tout n € N : a,, > 0 alors ¢, > 0 et la suite ¢ est décroissante et minorée par 0 donc d’apres
le théoreme de la limite monotone, ¢ converge vers un réel £ > 0.

(b) Onacypp=apetsik <n-—1

Cn—k = Qn—k + ian—k—l-

Pour n=0:
1\
E <—2> Co—k = Cop = Qq-

Pourn>1":

n 1 k
> () oo -
k=0

i
I}

T
= o

I
1M
= O

1T
= o

I
(]

I
7N 7N /—l\ /N 7N
N =

1T
= o

=~
Il
=]

k +n71 _1 k1 . _1 n
Ap—k ) 20477,7]@71 B Qg
k=0
1
2

Onadonc bxc=a



(c) Soit ¢ la suite définie par :
YneN, e, =c, /¢

On définit également
d=bxe.

La suite ¢ est décroissante (car ¢ est décroissante ) et tend vers 0. De plus, en utilisant la question 1.2.(e)
avec u' = b et v = g, on obtient que d = b x € converge vers 0.

(d) On a
n 1 k n 1 k n 1 k
dn = Z _5 (Cnfk — E) = Z —5 Cn—k Z _§ é
k=0 k=0 k=0
n+1 n4+1
_ (9" -1 2 ™
Comme —;‘ < 1, alors




