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1 Généralités sur les fonctions réelles

1.1 Définitions

Définition 1.1 : Fonction réelle
On appelle fonction de R a valeurs dans R, toute application f définie sur un sous-ensemble Dy de R a
valeurs dans R. On note
f : D F R
z = f(z)

Dy est appelé ’ensemble de définition de f. C’est I’ensemble des réels x pour lesquels I’expression
f(z) est définie.

Il ne faut pas confondre les notations f et f(x).
f représente une fonction (que l'on peut aussi noter z — f(z)).
f(x) représente 'image de x par f dans R donc f(x) est un nombre réel.

Exemple 1. La fonction f : x — /x est définie sur Dy = R.

La fonction g : x est définie sur Dy =R\ {—1,1}.

1
1 — a2
Définition 1.2 : Courbe représentative de f

On appelle courbe représentative de f (ou graphe de f) l’ensemble

Cr={(z, f(z)) avec x € Dy} .

Pour représenter la fonction f, on trace dans un repere orthogonal la courbe du plan formée de tous les
points du graphe.

1.2 Propriétés des fonctions

1.2.1 Parité, imparité

Définition 1.3 : Fonction paire, impaire

Soit f une fonction telle que Dy soit centré en 0 (Vo € Dy, —x € Dy).
e La fonction f: Dy — R est paire si :

Vo € Dy, f(—x) = f(x).
e La fonction f: Dy — R est impaire si :

Vo € Dy, f(—x) = —f(x).

Exemple 2. Reconnaitre, parmi les fonctions suivantes, les fonctions paires et les fonctions impaires :
() x> 2, (i) z—a3, (i) xze |z, (v) ze -,
T

(v) x> cos(x), (vi) =z~ sin(x), (vii) x> tan(z).

Solution.



Propriété 1.4 : Symétries de la courbe représentative

Si f est paire, alors C'y est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
Si f est impaire, alors Cy est symétrique par rapport a l'origine du repere.

1.2.2 Périodicité

Définition 1.5 : Fonction périodique
La fonction f est dite périodique si 3T > 0 tel que

Ve € Dy, x+Te€Dyet flx)=flx+T).

On dit alors que la fonction f est T-périodique (ou de période T)).

La premiére condition sert a vérifier que f(x +7') a un sens. Elle est toujours vraie si Dy = R.

Exemple 3. Les fonctions cosinus et sinus sont 2w-périodiques. La fonction tangente est w-périodique.

1.2.3 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 1.6 : Fonctions majorées, minorées, bornées
Une fonction f définie sur une partie A de R est dite :
e majorée sur A lorsqu’il existe un réel M tel que

Vee A, f(z) <M,

le réel M est alors un majorant de f sur A. Un majorant n’est pas unique.

e minorée sur A lorsqu’il existe un réel m tel que
Vee A, f(z)=m,

m est alors un minorant de f sur A. Un minorant n’est pas unique.
e bornée sur A si elle est majorée et minorée sur A.

Un majorant qui est atteint est un maximum, un minorant atteint, un minimum, et un extremum
est un maximum ou un minimum.

Autrement dit, une fonction est majorée si 'ensemble f(A) est majoré et minorée si f(A) est minoré.

Proposition 1.7 : Fonction bornée

Soit f une fonction définie sur une partie A de R.

f est bornée < |f| est majorée.

Démonstration.

Im, M) eR? VrecA m<flx)<M

dK eRy, VexeAd -—K< f(xr)<K avec K =max(|m|,|M|)
dK eRy, VexeA, |[f(z)|<K

| f| est majorée.

f est bornée

(I
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Exemple 4. Préciser si les fonctions suivantes sont majorées, minorées et si elles possedent un maximum

ou un minimum.

. f:10,2r] - R .

(®) x +— sin(z) (3)
Solution.

1.2.4 Sens de variation

Définition 1.8 : Variations des fonctions

g : R*
i (i)
xr

h:R — R
T

%
— 2 — gt

8l—=

Une fonction f définie sur une partie A de R est dite :

— constante sur A lorsqu’il existe un réel c tel que

— croissante sur A si

V(z,2') € A%

— strictement croissante sur A si

Y(z,z') € A%

— décroissante sur A si

V(z,2') € A%

— strictement décroissante sur A si

V(z,z') € A%

Ve e A, f(x)=c¢

z<a’ = fz)> f(a),

— (strictement) monotone sur A si elle est (strictement) croissante ou (strictement) décroissante.

Propriété 1.9 : Composée de fonctions monotones

Si f est monotone sur A et g est monotone sur f(A), alors g o f est monotone sur A. Pour étre précis,

(i) si f et g ont méme sens de variation, g o f est croissante,

(ii) si f et g ont des sens de variation opposés, g o f est décroissante.

Démonstration. (i) On distingue deux cas :

e si f et g sont croissantes, alors pour (z,z') € A? tels que x < 2/,

Comme g est croissante sur f(A), alors

Ainsi g o f est croissante sur A.

fx) < f(a).

g9(f(x) <g(f(2)).



e si f et g sont décroissantes, alors pour (z,2') € A? tels que z < 2/,

f(x) = f(&).

Comme g est décroissante sur f(A), alors

g9(f(z) <g(f().

Ainsi g o f est croissante sur A

(ii) A démontrer en exercice.

O

Exemple 5. Soit la fonction f définie sur Ry par x — V22 + 2.
La fonction x v+ 12 + 2 est croissante sur Ry a valeurs dans [2,+00] et x +— /T est croissante sur [2, 400
donc f est croissante sur R

Exemple 6. On considére la fonction f :x — ——.
1+ 22

1. Montrer que f est définie et paire sur R.

2. Montrer que f est bornée par 0 et 1, mais que seul 1 est un extremum.

3. Montrer que f est croissante sur R_ et décroissante sur R;.

Solution.

2 Les fonctions algébriques usuelles

2.1 La fonction valeur absolue

Définition 2.1 : Fonction valeur absolue

La fonction x +— |z| est appelée fonction valeur absolue et elle est définie par

T six >0,
|| = .
—x siz <O0.

Propriété 2.2 : Fonction valeur absolue

La fonction f : x — |z| est continue sur R, dérivable sur R* et

1 six >0,
-1 siz<O.

Vo e R¥, f'(z) = {

De plus, f est paire et strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R, .

lim |z|=+oc0 et lim |z| = +o0.
T—400 T——00

Exemple 7. Six € R et a > 0, alors
|z <a & —a<z<a.

|lz]| >a < x<—aoux>a.



Propriété 2.3 : Régles de calcul

e Positivé de la valeur absolue : pour z € R, |z| > 0.

e Parité de la valeur absolue : pour z € R, | — z| = |z].
e Multiplication : pour (z,y) € R?, |zy| = |z| |y|.
e Division : pour (z,y) € R*?, i m
yl 1yl
e Inégalité triangulaire : pour (z,y) € R%, |z +y| < |z| + |y).
35
3
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2.2 Les fonctions puissances entiéres

Définition 2.4 : Fonction puissance entiére

Soit n € Z. La fonction x — x™ est appelée fonction puissance n'°™€,

2.2.1 Cas ou n est positif

Propriété 2.5 : Fonction puissance entiére positive

Sin € N, la fonction f:a — x™ est continue et dérivable sur R et
Vo € R, f/(x) =na"t.

De plus,
— si n est pair, alors f est paire et strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R,
— si n est impair, alors f est impaire et strictement croissante sur R.

SineN* lim 2" =+4occet lim z" =
x——+00 T——00

{—i—oo si n est pair,

—o00  sin est impair.



Exemple 8. Sixz € R et a > 0, alors

z? < a’ —a<zx<a.
2 2
°>a &S < —aoux>a.
Cas pair
-4 =35 35
Cas impair
-4 =35 35




2.2.2 Cas ou n est négatif

Propriété 2.6 : Fonction puissance entiére négative

Sin € Z\ N, la fonction f :x +— z" est continue et dérivable sur R* et
Ve € R*, f'(z) =na™ L.

De plus,
— sin est pair, alors f est paire et strictement croissante sur R* et strictement décroissante sur R’ ,

— si n est impair, alors f est impaire et strictement décroissante sur R* et strictement décroissante
*
sur RY .

SineZ\N, lim z"=0, lim 2" =4occ0 et lim 2" =
r—too z—0+ z—0~

{—l—oo si n est pair,

—00  sin est impair.

On peut aussi définir la fonction f par : pour n € N*,

1
. -n _
fix—z =

Exemple 9. La fonction inverse [ : x +— — est strictement décroissante sur R* et strictement décroissante
z

*
sur R .

1
x?’

Vz € R, f/(z) =

1
1l ne faut pas dire que f : x — — est strictement décroissante sur R*. Ceci est faux car par exemple, —1 et 1
x

sont des éléments de R* et pourtant

Cas pair

25
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0.5




Cas impair

2.3 Les fonctions polynomiales et rationnelles

Définition 2.7 : Fonction polynomiale

Soient p € N et ag,ar,...,a, des réels avec a, # 0. La fonction f suivante est appelée fonction polyno-
miale et elle est définie par

p
Vo € R, f(x):Zakxk:ao+a1x+---+apxp.

k=0
Propriété 2.8 : Fonction polynomiale
P
La fonction polynomiale f : x +— Z apx” est continue et dérivable sur R et
k=0

P
Vz e R, f'(z) = Z kapzFL.
k=1
Elle posséde les mémes limites en 00 que la fonction z — apaP.

Exemple 10. Suivant le degré p de la fonction polynomiale, on a les situations suivantes :
e Sip=0, f est une fonction constante sur R.
o Sip=1, f est une fonction affine sur R.

o Sip=2, f est un trinéme du second degré. Soit (a,b,c) € R® avec a #0, f: x +— ax?® + bz + c.

b b

— Sia >0, f est strictement décroissante sur} —00, —2} et strictement croissante sur {—2, 400 {
a a
. . . b . L b

— Sia <0, f est strictement croissante sur | —oo, o9 et strictement décroissante sur “3g’ +00|.
a a



Définition 2.9 : Fonction rationnelle

On appelle fonction rationnelle tout quotient de deux fonctions polynomiales. Soient f; et fo deux
fonctions polynomiales définies avec a, # 0 et by # 0 par

P q
flszZakxk et fg:xHZbkxk.
k=0 k=0

On note A I’ensemble des racines de f5. La fonction rationnelle f est définie par

filz)  ao+arx+--- +apaP
Vz e R = = )
S \A7 f(-%') f2(13) bO +b1$+ . +quq

Propriété 2.10 : Fonction rationnelle
fi(z)
fa()

P
apx
by?

La fonction rationnelle f : x — est continue et dérivable sur R\ A et elle possede les mémes limites

en +oo que la fonction z —

2.4 Les fonctions racines

Définition 2.11 : Fonction racine

Soit n € N\ {0,1}. La fonction x zl/m = Yz est appelée fonction racine nieMe ot est la bijection

réciproque de la restriction de la fonction x — 2™ a R...

Proposition 2.12 : Fonction racine

Sin e N\ {0,1}, la fonction f:x — {/x est continue sur R, dérivable sur R et

—1+1/n QF
T T
vﬂj € R* ! €r) = — = .
—+ f( ) n nT
De plus, f est strictement croissante sur R...
lim {/z = +oo.

r—r—+00

Exemple 11. La fonction racine carrée f : x — x/2 = VT est continue sur Ry et dérivable sur R et

1
N

1l peut étre utile de connaitre quelques valeurs remarquables de la racine carrée :

V0=0, V1=1, V2~141 et V3~ 1.73.

Vz € R, f'(x)

Propriété 2.13 : Racine carrée d’un carré

T siz>0
PourxeR,\/xQ—\x]—{ 1 -
—x sixz<O.

10



3.5

2.5 La fonction partie entiéere

Définition 2.14 : Fonction partie entiére

La fonction x +— |z est appelée fonction partie entiére. Pour x € R, elle associe le seul entier |z| qui
vérifie
|lz] <z < |z]+1

Pour x € R,
r—1<|z| <z

Proposition 2.15 : Fonction partie entiére

La fonction z — |x| est continue et dérivable sur R \ Z. De plus, f est croissante sur R et constante sur
chaque intervalle [k, k + 1] pour k € Z.

lim |[z] =—-0c0 et lim |z]| = +o0.

T——00 r——+00

Remarque 2.16 : Fonction partie entiere

On remarque que pour z € R,
x — |x] €]0,1].

De plus, la fonction x — = — |x] est 1-périodique.

11



1.5

0.5

-1.5

-2

3 Les fonctions exponentielle et logarithme népérien
3.1 La fonction logarithme népérien
Définition 3.1 : Fonction logarithme népérien

La fonction f : z — In(x) (ou parfois log(z)) est appelée logarithme népérien et définie par

1
In(l) =0 etVzeR:, f'(x) = —

Le logarithme népérien est donc 'unique primitive sur R’ , qui s’annule en 1 de la fonction inverse.

Propriété 3.2 : Fonction logarithme népérien

La fonction f : x + In(z) est continue et dérivable sur R et
* / 1

De plus, f strictement croissante sur R .

lim In(z) = —00 et lim In(z) = 4o0.
z—0t T—+00

Remarque 3.3 : Signe du logarithme népérien

Attention la fonction logarithme népérien n’est pas toujours positive ! Pour z € R,

si x <1, alors In(z) < 0. Si z > 1, alors In(z) > 0.

12



Sixz,y € RY, alors
In(z) =In(y) < zxz=y.

In(z) <In(y) < x<uy.
In(z) <In(y) < x<uy.

Exemple 12. [ peut étre utile de connaitre les valeurs suivantes :

In(1)=0 et In(2)~0.69

Propriété 3.4 : Régles de calcul

Soient n € Z et (z,y) € R*2.

In(zy) =In(zx) + In(y) In(z")=nln(zr) In <i> =—In(z) In (;) = In(z) — In(y).
25
2
' In(x)
1
0.5

-1 =05 0 0.5

N
N
&)
N
N
[&)]
w
w
&)
N

4.5 5 55 6 6.5 7 75 8 8.5 9

-0.5

-1

3.2 La fonction exponentielle

Définition 3.5 : Fonction exponentielle

La fonction f : x +— €* (ou exp(z)) est appelée exponentielle et c’est la bijection réciproque de la
fonction logarithme népérien. De ce fait,

VeeR, VyeR,e"=y & z=In(y).

Ainsi on peut écrire
VeeR, In(e") =2 et Vye Ri,eln(y) =y.

13



Propriété 3.6 : Fonction exponentielle

La fonction f : z — e” est continue et dérivable sur R et
Vr € R, f/(x) = €.
De plus, f strictement croissante sur R.

lim =0 et lim e* = 4o0.
T——00 r——+00

Si (z,y) € R?, alors
ef=eY o x=y.

e <e! & <y
ef<ed & z<y.
Exemple 13. II peut étre utile de connaitre les valeurs suivantes :

=1 e e =en~272

Propriété 3.7 : Régles de calcul
Soient n € Z et (x,7) € R2.

_ 1 _
TV =%V (eF)'=e" eT=— Y=,

0.5

14
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3.3 Puissances a exposant réel

Définition 3.8 : Puissance da exposant réel

Soit a € R. La fonction z — z® = e*™(#) est appelée fonction puissance « et elle est définie sur R%.

Pour o € Ret z € R,
In (%) = aln(x).

Propriété 3.9 : Puissance a exposant réel

Si a € R, la fonction f : x — 2 est continue et dérivable sur R et
vz € R, f'(z) = az® L.

De plus,
— si a > 0, alors f est strictement croissante sur Rj,
— si a <0, alors f est strictement décroissante sur R’ .

0 ia>0
{ St ’ et lim z% =

Sia € R*, lim z% = )
400 sia<O. T—=00

z—0t

400 sia >0,
0 sia<O.

Propriété 3.10 : Reégles de calcul
Soient o, f € Ret z,y € R

x z\*
e I O e T O <) Ty

3.5 ’

25 s
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4 Les fonctions trigonométriques

On considere la représentation suivante du cercle trigonométrique C de centre O et de rayon 1 dans le
plan (muni d’un repére orthonormé direct). Chaque point M du cercle C peut étre associé a un angle = dont
la valeur en radian (dans [0, 27[) correspond a la longueur de I’arc BM (B étant le point (1,0)).

Le cosinus de 'angle = (noté cos(x)) est 1’abscisse du point M, le sinus de 'angle = (noté sin(x)) est
I'ordonnée du point M. La tangente de angle x (notée tan(x)) est I'ordonnée du point M’ intersection de la
droite (OM) avec la droite A tangente en B au cercle C. Comme il n’y a pas d’intersection entre (OM) et A

pour les angles x = 5 et x = —g, la tangente de ces angles n’est pas définie.
1
tan(x) F----- - M
sin(x) F------ M
|
|
[
[
= A |B
-1 O cos(x)| !

-1

Les fonctions cosinus et sinus sont ensuite prolongées sur R par 2w-périodicité. La fonction tangente est
prolongée sur R par w-périodicité.

Théoréme 4.1 : Pythagore

Pour z € R,
cos?(x) + sin®(x) = 1.

Démonstration. On note A le point (cos(z),0). On applique le théoréme de Pythagore au triangle rectangle
OAM. O

Corollaire 4.2 : Bornes

Pour z € R,
—1<sin(z) <1 e —1<cos(x)<1.

Démonstration. D’apres le théoréme comme cos?(x) > 0, alors
sinf(z) <1 & —1<sin(z) <1.

De méme,
cos’(z) <1 & —1<cos(z) < 1.

16



Théoréme 4.3 : Thalés
Pour x € R\ {g+k7r,k € Z},

sin(z)

tan(z) = cos(@)”

Démonstration. On note A le point (cos(x),0) et B le point (1,0). Les points O, M, M’ et O, A, B sont
alignés, les droites (AM) et (BM’) sont paralleles. D’apres le théoréme de Thales,
sin(z)  tan(z)

cos(r) 1 = tan(a).

4.1 La fonction sinus

Définition 4.4 : Fonction sinus

La fonction z +— sin(z) est appelée fonction sinus.

Propriété 4.5 : Fonction sinus

La fonction f : x — sin(x) est dérivable sur R et
Vz € R, f'(z) = cos(z).
De plus, f est impaire, 27-périodique sur R et n’admet pas de limite finie ou infinie en +oo.

Vr € R, —1 <sin(x) < 1.

T
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [—2, 2}. D’apres le théoreme de la bijection

monotone, elle réalise une bijection de [—g, ;T] dans [—1,1].

25

sin(x)

17



4.2 La fonction cosinus

Définition 4.6 : Fonction cosinus

La fonction x — cos(z) est appelée fonction cosinus.

Propriété 4.7 : Fonction cosinus

La fonction f : z — cos(x) est dérivable sur R et
Vz € R, f'(z) = —sin(z).
De plus, f est paire, 2m-périodique sur R et n’admet pas de limite finie ou infinie en 4o0.

Vr e R, —1 < cos(z) < 1.

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7]. D’apres le théoréeme de la bijection
monotone, elle réalise une bijection de [0, 7| dans [—1,1].

25

cos(x)

0.5

Exemple 14. Résolvons l’équation 4 cos®(2x) = 3. Pour x € R,

4cos®(2z) = 3 & cos?(2x) = %

V3

3
& cos(2x) = 5 ou cos(2x) = -5

5
& 2:U::|:%+2k7r ou2x:ig+2lm avec k € Z

T 51
=+ =+ zZ
& T 12+k7r ou x 12+k7r avec k €

Certaines solutions se retrouvent deux fois et on obtient I’ensemble des solutions suivant :

T T 11 77 57 T w bw Tm 1llw
s 7 - gl _2rn_m on ® oo moimo L
{12“{"”’%e }U{ g thmke } { T2 12 120 127127127120 12 }

18



4.3 La fonction tangente

Définition 4.8 : Fonction tangente

La fonction z — tan(z) est appelée fonction tangente et elle est définie sur R\ {g +km k€ Z}.

Propriété 4.9 : Fonction tangente

La fonction f : x +— tan(x) est dérivable sur R\ {g +km, k€ Z} et

1

V:UG]R\{;T—G—I{W,]CGZ}, f’(m):1+tan2(m)=m.

De plus, f est impaire, m-périodique sur R\ {72r + km, k € Z} et n’admet pas de limite finie ou infinie en
+o0.

. . . . ™ T R PR
La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ]—2, 5 { D’apres le théoreme de la
T

2

25
2
15
1
. tan(a)
0.5
-6 5 4 -3 2 i

5

bijection monotone, elle réalise une bijection de ] —g, { dans R.

-1

-1.5

-2

19



4.4 La fonction arctangente

Définition 4.10 : Fonction arctangente

La fonction x +— arctan(x) est appelée fonction arctangente et c’est la bijection réciproque de la
T
restriction de la fonction tangente a intervalle ] 55 {

Pour x € R,

—g < arctan(x) < et  tan(arctan(z)) = x.

ol 3

Propriété 4.11 : Fonction arctangente

La fonction f : x — arctan(x) est dérivable sur R et

1
vz eR, f(z) = .
De plus, f est impaire et strictement croissante sur R.
. T ) T
zll}r_noo arctan(z) = 5 et xll)l}_loo arctan(x) = 5

La dérivée de la fonction arctan sera calculée dans le chapitre Dérivabilité.

25

Arctan(x)
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4.5 Formulaire de trigonométrie

Soient x et y deux réels.

2 2 _ 7 BN
cos®(z) + sin (:c) =1 (théoréeme de Pythagore) cos(—) = cos(z) (cosinus est paire)
sin(x) L . . . . . .
tan(x) = cos(z) (théoréeme de Thales) sin(—z) = — sin(z) (sinus est impaire)
Formules d’addition
cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sin(z) sin(y) sin(x +y) = sin(x)cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(r —y) = cos(z)cos(y) + sin(z) sin(y) sin(zx —y) = sin(x)cos(y) — sin(y) cos(x)

Les formules ci-dessous ne sont pas exigibles par le programme. Elles sont des conséquences des formules
d’addition.

Formules de duplication
cos(2z) = cos?(z) — sin®(z) sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
Transformation de produits en sommes

cos (x +y) + cos (z — y)
2

cos(z) cos(y) =

cos (z —y) — cos (z + y)

sin(z) sin(y) =

2
) cnly)— 40 st )
Formules de linéarisation
1 2 1-— 2
cos(z) = + cos(2x) sin?(z) = cos(2x)
2 2

Formules de factorisation

cos(z) + cos(y) = 2cos (x ;_ y) cos (w ; y) sin(z) 4+ sin(y) = 2sin (x ;_ y) cos £ ; i

cos(x) —cos(y) = —2sin <$;y) sin <$ ; y> sin(z) —sin(y) = 2cos (x ;— y) sin [ 2 ;

Exemple 15. Il peut étre utile de connaitre plus particulierement les formules suivantes :

i ) ) T
cos |z + 5) = - sin(x) sin ( x + 5) = cos(z)
cos(z— =) = sin(z) sin(z—~) = — cos(z)

2 2
et
cos(z+m) = —cos(x) sin(z+7) = —sin(z)
cos(x —m) = —cos(z) sin(x —m) = —sin(z)
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Valeurs remarquables

On en déduit le tableau suivant :

ol T | T | T |7
’ 6 | 4|3 |2|"
1 [ V2] V3
i 0] = | = |=1]11]0
sin(x) 5 5 5
V3 V2|1
1| = | == = ~1
cos(x) 5 5 5 0
tan(x) || 0 ! 1 | V3
an(xr — - -
V3

T
La fonction arctangente est la bijection réciproque de la fonction tangente de R dans } 55 { De plus,

1 | v/3 | limite en 400

arctan(z) || 0

[ %‘l—‘

™ r T
413 2

Les valeurs remarquables négatives de ces fonctions s’obtiennent par parité ou imparité.

22



	Généralités sur les fonctions réelles
	Définitions
	Propriétés des fonctions
	Parité, imparité
	Périodicité
	Fonctions majorées, minorées, bornées
	Sens de variation


	Les fonctions algébriques usuelles
	La fonction valeur absolue
	Les fonctions puissances entières
	Cas où n est positif
	Cas où n est négatif

	Les fonctions polynomiales et rationnelles
	Les fonctions racines
	La fonction partie entière

	Les fonctions exponentielle et logarithme népérien
	La fonction logarithme népérien
	La fonction exponentielle
	Puissances à exposant réel

	Les fonctions trigonométriques
	La fonction sinus
	La fonction cosinus
	La fonction tangente
	La fonction arctangente
	Formulaire de trigonométrie


