Intégration sur un segment
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1 Intégrale et aire

1.1 Intégrale d’une fonction continue positive

Définition 1.1 : Intégrale d’une fonction continue positive

Soient (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue et positive sur [a,b]. On appelle intégrale de f
b
entre a et b et on note / f(t)dt aire de la surface délimitée par la courbe Cy, I'axe des abscisses et les

droites d’équation ¢t = aett=b.

a b

Dans un premier temps, on se place dans des cas ou le calcul de l'aire des surfaces est facile. Nous
verrons par la suite comment calculer une intégrale pour des fonctions définissant des aires plus compliquées
a calculer.

Exemple 1. Soient ¢ > 0 et f : t — c une
b

fonction constante sur [a, b]. / f(t)dt est laire

a
d’un rectangle de longueur c et de largeur b — a :

/abf(t)dt:c(b—a).

1
1
Exemple 2. Soit f:t+—t sur[0,1]. / f(t)dt
0
est ’aire d’un triangle rectangle de base 1 et de
hauteur 1 :
1 1
t)dt = —.
| fwar=3
0 1



1.2 Extension a une fonction de signe quelconque

Définition 1.2 : Intégrale d’une fonction continue négative

Soient (a,b) € R? avec a < bet f une fonction continue et négative sur [a, b]. On note A Iaire (géométrique)
de la surface délimitée par la courbe C'y, I'axe des abscisses et les droites d’équation ¢t = a et ¢t = b. Alors

On parlera alors d’aire algébrique.

Exemple 3. Si f est la fonction t — —t sur
1

[0, 1], alors / f(t)dt est Uopposé de l'aire (géo-
0

métrique) d’un triangle rectangle de base 1 et de
hauteur 1 :

-1
Si f est de signe quelconque sur [a, b], alors on détermine les intervalles sur lesquels f est positive et ceux
sur lesquels f est négative.

Définition 1.3 : Intégrale d’une fonction continue
b
Si (a,b) € R? avec a < b et si f est une fonction continue sur [a, b], alors / f(t)dt est égale a la somme
a
des aires sous la courbe de f entre les droites x = a et x = b, comptées positivement si la courbe est
au-dessus de ’axe des abscisses, et négativement sinon.




Exemple 4. Si f est la fonction t — —2t+2 sur [0, 3], alors f est positive sur [0,1] et négative sur [1,3]. On
a laire algébrique (comptée positivement) d’un triangle rectangle de base 1 et de hauteur 2 et 'aire algébrique
(comptée négativement) d’un triangle rectangle de base 2 et de hauteur 4 :

3 1 3
[ rwa= [ swars [ soa=1-1=-s

1.3 Méthode des rectangles et sommes de Riemann

Lorsque les formes géométriques sont simples, la définition d’intégrale en tant que surface est satisfaisante,
mais comment faire lorsque la courbe de f devient plus complexe? On approche alors 'aire sous la courbe
de f par la somme d’aires de rectangles ('aire d’un rectangle étant facile a calculer).

Soit f une fonction continue sur [a, b]. On subdivise 'intervalle [a, b] en n sous-intervalles afin d’approcher
I’aire sous la courbe de f par la somme d’aires de rectangles :

AN ATTN

% b3 x

Graphiquement, on constate que si n est assez grand, la somme des aires des rectangles s’approche de
Paire sous la courbe. En faisant tendre n vers I'infini, on définit 'intégrale de f comme étant la limite de la
somme de leurs aires. On en déduit une méthode de calcul numérique d’intégrale, appelée méthode des
rectangles. On détaillera cette méthode a la section

La définition de l'intégrale comme aire sous la courbe permet d’avoir une bonne interprétation visuelle de
I'intégrale mais ne permet pas de pouvoir manier facilement les intégrales. Pour cela, il faut d’abord définir
la notion de primitive.

2 Primitives

2.1 Définition

Définition 2.1 : Primitive d’une fonction réelle

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I toute fonction F'
dérivable sur I telle que
Ve el, F'(x)=f().

Toute fonction n’admet pas forcément de primitive.
Exemple 5. La fonction partie entiére n’admet pas de primitive sur R.
. . 1, sizeQ , o
Exemple 6. La fonction définie sur R par f(z) = 0, sizdQ n‘admet pas de primitive sur R.
, Six
Théoréme 2.2 : Primitive d’une fonction continue

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur I.

Démonstration. Admis. O



Proposition 2.3 : Ensemble des primitives d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et admettant une primitive F' sur I. Alors I'ensemble de
toutes les primitives de f est

{:c'—> F(z)+k avec k ER}

Démonstration. Si F et G sont deux primitives de la fonction f, alors F' — GG est dérivable sur I et
veel, (F-G)(z)=f(x)-f(z)=0
F — G est donc une fonction constante et continue sur I, donc il existe £ € R tel que

Veel, F(z)—G(z)=Ek.

On ne dira donc pas que F' est la primitive de f sur I mais que F' est une primitive de f sur I.
Exemple 7. Déterminer toutes les primitives sur R de x — —3x% + 4z + 1.

Solution.

Corollaire 2.4 : Choiz de la primitive

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

(i) Soient zg € I et yo € R. Il existe une unique primitive F' de f sur I vérifiant
F'(xo) = yo
(ii) Soient a,b € I fixés. Le réel F(b) — F(a) est indépendant de la primitive choisie.

Exemple 8. Déterminer Uunique primitive de x — —3x? + 4x + 1 qui prend la valeur 7 en x = 1.

Solution.

2.2 Primitives des fonctions usuelles

Par lecture inverse du tableau des dérivées, on obtient une primitive des différentes fonctions usuelles
(sur tout intervalle ou elles sont définies).

f(x) || 2% (a # —1) % e | cos(z) | —sin(z) | 1+ tan?(z) 1+1x2
l,a-i—l . .
F(x) T In|z| | € | sin(x) | cos(x) tan(z) Arctan(z)

Grace a la formule de dérivation d’une composée (voir chapitre Dérivabilité), on en déduit les formules
analogues pour déterminer des primitives de fonctions composées. Si u est une fonction dérivable alors :

/ a ul(l‘) / u(z / 3 —d(2) sin(u(x u' SE)
f@) | wla@) () @ # 1) | S @) e | ) cosu(e) | /(@) sin(u(e) |
F(x) M In(|u(z)|) e®) sin(u(z)) cos(u(z)) Arctan(u(x))
a+1
Exemple 9. Calculer une primitive des fonctions définies sur R par :
fla)=a e glo) = SN0 he) =

Solution.



3 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

3.1 Intégrale et primitives

Théoréme 3.1 : Primitive d’une fonction continue

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. On définit la fonction F sur I par
x
F(z) = / F(b)dt.
a

Alors F est de classe C! sur I et est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration. Dans cette démonstration, on ne fera que le cas f positive et croissante sur I = [a, b].
Pour x € [a,b], on pose F(x) l'aire de la partie du plan délimité par la courbe C, I'axe des abscisses et
les droites d’équation ¢t = a et t = x. Ainsi d’apres la définition de l'intégrale, on a :

Fz) = / ") dt.

a x b
Montrons que F est de classe C* sur [a,b] et que F' = f. Soit xg € [a, b], on considére

— soit = € [a, b] tel que x > x(, on peut encadrer ’aire comprise sous la courbe entre zg et x par deux
rectangles. L’un (en rose) d’aire f(xg)(x —xo) et I'autre (toutes les parties coloriées) d’aire f(x)(x — xo).

Jx)
Jtxy)

a X, X b
L’aire sous la courbe entre les droites t = xg et ¢t = x est F(z) — F(xg), on a alors :

f(zo)(z — 20) < F(x) — F(20) < f(2)(z — 20)



Autrement dit,

F(x) — F(xg
fla) < B L) iy
T — X0
La fonction f est continue en zg donc lim+ f(x) = f(zg). Donc d’apres le théoreme d’encadrement,
f%xo

F(x)—F
lim —(:r) (o) = f(zo).

x%xg T — o

— de méme si x € [a, b] tel que x < xp, on obtient également

F(z)—F
lim —(x) (o) = f(xo).
Ty T — o
Ainsi on peut en conclure que
- F(x) — F(xo)
lim —— = .
A f(xo)

F est dérivable en zo et F'(z9) = f(xo). Ceci étant vrai pour tout xq € [a,b], F est dérivable sur [a, b] et

F' = f sur [a,b].
F est donc une primitive de f. De plus, f est continue sur [a, b], F' est de classe C* sur [a, b]. Comme F(a) = 0
(Paire a calculer est nulle), F' est I'unique primitive de f s’annulant en a d’aprés le corollaire O
2

Exemple 10. La fonction définie sur R par f(x) =e n’a pas de primitive simple. Une primitive de f

sur R s’écrira donc

z 2
F:a:»—>/ eV dt.
0

Corollaire 3.2 : Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I. Pour tout a et b éléments
de I, on définit ’intégrale de f entre a et b le réel

/abf(t) dt = F(b) — F(a).

La fonction f est appelée ’intégrande.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, la fonction b — F(b) — F'(a) est 'unique primitive de f
s’annulant en a. O

b b
Dans les calculs, le réel F(b) — F(a) est noté [F(t)} ou pour étre plus précis {F(t)}

t:a.

Remarque 3.3 : Intégrale indépendante du choix de la primitive

D’aprés le corollaire [2.4] la définition d’une intégrale ne dépend pas du choix de la primitive.

Exemple 11. Soient (a,b) € R? et k € N :

En particulier, pour k € N :



Théoréme 3.4 : Fonction définie par une intégrale (hors programme)

Soient deux fonctions u et v dérivables sur I, a valeurs dans J, et f une fonction continue sur J. Alors la
fonction

v(x)
Qx> / f(t)dt
u(z)
est bien définie et dérivable sur I, et de dérivée

¢'(x) =v'(2) f (v(@)) — /() f (u(=)).

Démonstration. D’apres la définition de 'intégrale, si F' est une primitive de f, on a, pour tout x,

¢ est donc la somme de deux composées de fonctions dérivables (F' et v, et —F et u). Elle est donc dérivable,
et sa dérivée est

¢'(x) =0'(z) f (v(@)) — /() f (u(z)).
O

Comme cette démonstration est assez simple, il est en général conseillé de redémontrer ce théoreme a
chaque fois, adapté au cas courant. Cela évite de faire des erreurs, et rend l'exposé plus lisible.

Exemple 12. Si on définit la fonction ¢ par :

ZB2 1'2 €T
gp:wH/ etdt:/ etdt—/ et dt
T 0 0

p est bien définie et dérivable sur R, et de dérivée

o' (x) = 2z — v

3.2 Propriétés de l’intégrale

3.2.1 Premiéres propriétés

Remarque 3.5 : Variable muette

Comme pour l'indice d’une somme, la lettre utilisée pour la notation de l'intégrale est muette :

[ swai= [ s@yar= [ 1wy

Propriété 3.6 : Intégrale sur un intervalle réduit a un point

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si a € I, alors

/aaf(t)dtzo.

Démonstration. L’aire de la surface a calculer étant nulle, 'intégrale est donc nulle. O



Propriété 3.7 : Sens de lecture

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si (a,b) € I?, alors

Démonstration. On a :

b a
[ty =F ) - F@) = - (F@) - F&) = - [ fe)as

Exemple 13. On a :

0 1 1
/ tdt:—/ tdt = ——.
1 0 2

3.2.2 Relation de Chasles

Propriété 3.8 : Relation de Chasles

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si (a,b,c) € I?, alors

/abf(t)dt:/:f(t)dt—i—/cbf(t)dt.

Dans cette propriété, il n’est pas nécessaire de supposer a < ¢ < b.

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur I. On a

c b
[ rwae+ [ 5wde = #0) - F@) + (F0) - Fe) = FO) ~ Fla) = [ £y




Proposition 3.9 : Généralisation de la relation de Chasles

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si ag < a1 < --- < a, sont des éléments de I, alors

Ap41

an n—1
/ao f(t)dt:g:%/ak f(t)dt.

Démonstration. A faire en exercice par récurrence. O

no k4l
Exemple 14. Calculer Z/ f(t)dt.
k=1"F

Solution.
3.2.3 Linéarité

Propriété 3.10 : Linéarité de l’intégrale

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, (a,b) € I? et A € R. Alors
b b b b b
/ (F(£) + g(t)) dt = / £t dt +/ gty dt et / Mf(t)dt = )\/ () dt.

Plus généralement, on a pour \,u € R :

[ O+ pgte ae = [ g+ [ gtoyar

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si F' une primitive de f et G une primitive de g, alors par linéarité
de la dérivation AF + pG est une primitive de Af + ug. O

Exemple 15. En utilisant la linéarité de [’intégrale, on obtient :
3 3 3 3
/ (68 + ¢ +2) dt:6/ t2dt+/ etdt+2/ 1dt.
0 0 0 0

b

b b
La formule / (f(t) x g(t)) dt = / f(t)dt x / g(t) dt est en revanche grossierement fausse.

a

Exemple 16. En effet, on a :
2

1 1 1 1
2dt == /tt> = —.
/0 d 3 et (0 d 1

Proposition 3.11 : Généralisation de la linéarité

Soient f1, fa,..., fn des fonctions continues sur un intervalle I et a,b € I, alors
b_n n b
[y nwa=Y [
¢ k=1 k=1"¢
Démonstration. A faire en exercice par récurrence. O

Exemple 17. Montrer que

01— ¢n (=)
dt =3~
/_1 1—t I;)k—i-l

Solution.

10



3.2.4 Positivité

Propriété 3.12 : Positivité de [’intégrale

Soient (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue et positive sur [a,b]. Alors

f(t)dt > 0.

a

De plus,
b

fydt=0 < Vtelab], f(t)=0.

a

Avant d’appliquer cette propriété, il faut s’assurer que les bornes sont "dans le bon sens'.

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur [a,b]. Comme f est positive, F' est croissante. Ainsi

b
/f@ﬁ:p@-F@zo
a
De plus, si I'intégrale est nulle, cela signifie que F(b) = F(a). De plus comme F' est croissante, alors F' est

constante sur [a,b]. D’ou f est nulle sur [a, b]. O

Corollaire 3.13 : Stricte positivité de l'intégrale

Soient (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue et positive sur [a,b]. S'il existe to € [a, ] tel que
f(to) > 0, alors

/w@ﬁ>u

Démonstration. C’est la contraposée de la propriété [3.12 O

Exemple 18.
1 .
/ esin(®) (t2 + 1) dt > 0.
0
3.2.5 Croissance

Propriété 3.14 : Croissance de l’intégrale

Soient (a,b) € R? avec a < b et f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Alors

Vi e [ab], f(E) < g(t) = L%@ﬁgl%@ﬁ.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la propriété a la fonction g — f. On conclut via la linéarité de
I'intégrale. O

Exemple 19. Soient ¢ une fonction continue et positive sur [0,1] et (uy) la suite définie par :

1
Up :/ t" p(t) dt.
0
Montrer que lim wu, = 0.
—+00

n

Solution.

11



3.2.6 Inégalité de la moyenne

Propriété 3.15 : Inégalité de la moyenne

Soient (a, b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b]. On note m = r£1t11<1bf(t) et M = rgtaé(bf(t).
Alors ) o o
(b—a)m g/ F(t)dt < (b—a) M.

1
h—

b
Le réel / f(t) dt est appelé la valeur moyenne de f sur [a,b] et est compris entre m et M.
a Ja

Démonstration. Comme f est continue sur le segment [a, b], d’aprés le théoréme des bornes :
vt € [a,b], m < f(t) <M.

On utilise la propriété pour pouvoir intégrer cet encadrement sur [a, b]

/abmdtg/abf(t)dtg/:Mdt.

b b
On conclut avec/ mdt =m(b—a) et/ Mdt =M (b—a). O

2

Exemple 20. La valeur moyenne de la fonction x — x= sur l'intervalle [—2,4] est

1 4, 1[4, 43 — (=2)2  64+38
—— | tdt== [ t“dt= = =4.
4—(-2) /_2 6/_2 18 18

3.2.7 Inégalité triangulaire

Propriété 3.16 : Inégalité triangulaire pour l’intégrale

Soient (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a, b]. Alors
b

| s
a

Démonstration. On note fi et f_ les fonctions

< [1swian

Vt € [a,b], fi(t) =max(f(t),0) et f_(t) = min(f(¢),0).

On a alors
vVt € fa,b], f(t)=fr(t)+f-@1) et [f(O)=[fi(t) = [-(D)

f+ et f_ sont continues sur [a,b], on peut donc considérer leurs intégrales de a & b qui sont, respectivement,
positive et négative. Ainsi d’apres I'inégalité triangulaire pour les réels
b
/ F(t)dt
a

/a "ty dt +

= <

Kh@ﬁ

[h@ﬁf[ﬁ@ﬁ

on conclut avec

/abf+(t)dt + /abf—(t)dt =/abf+(t)dt—/abf_(t)dt:/ab\f(t)ydt_

12



Exemple 21. Soient ¢ une fonction continue sur [0,1] et (uy) la suite définie par :

1
Up :/ t" o(t) dt.
0
Montrer que lim wu, = 0.
n—-+00

Solution.

4 Méthodes de calcul d’intégrale

4.1 Intégration par parties

Théoréeme 4.1 : Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C'! sur un segment [a,b]. On a

Démonstration. Puisque (uv) = v'v + wv’ alors

b b b
/a (wv) (£) dt = / W (8) o(t) di + / w(t) v/ (t) dt

b b
De plus, / (uv)'(t) dt = {u(t) v(t)} , ce qui nous permet de conclure. O

L’intégration par parties permet de transformer I'intégrale d’un produit de fonctions en d’autres intégrales,
dans un but de simplification du calcul.

Exemple 22. Déterminer une primitive sur R de la fonction logarithme.

Solution.

T
Exemple 23. Calculer pour x € R, / te tdt.
0

Solution.

4.2 Changement de variable

Théoreme 4.2 : Changement de variable

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et ¢ une fonction de classe C! et strictement monotone
sur [a, (] telle que ¥ ([, B]) C I. On a

¥(e)

Démonstration. 1l suffit de remarquer que si F' est une primitive de f, alors F o1 est de classe C! sur [a, f]
et

vt e o, B, (Fow) (t)=f () ¢'(t)
puis

[ 1wy v =[Fon o] = Fu) - Foe) = [Fo] = [ e

o «

13



Dans les hypotheses de ce théoréme, on impose que 1 soit une fonction strictement monotone (hypothese
non utilisée par la démonstration du théoreme). Ainsi, d’apres le théoréme de la bijection monotone, ¢ est
bijective de [a, ] dans ¢ ([a, §]). Suivant les situations, il faudra considérer le changement de variable suivant

e soit ’ancienne variable en fonction de la nouvelle.

e soit la nouvelle variable en fonction de ’ancienne.

Méthode 4.3 : Situation : ancienne variable en fonction de la nouvelle
b
Soit 'intégrale I = / f(z)dx, on pose : x = 1(t) avec ¥ de classe C! et strictement monotone de [, ]

dans [a, b]. ‘
(i) (Changement de variable)
z=y(t) & t=v ()

Le calcul de 1! n’est pas toujours nécessaire et n’est utile que pour 'obtention des nouvelles bornes.

(ii) (Elément différentiel)

siz=a alors t =1~ (a)

(iii) (Nouvelles bornes)

siz=b alors t = [y~ 1(b)

(iv) (Nouvelle fonction a intégrer)

(v) (Conclusion)
b YH(b)
[ = == w)

Exemple 24. Calculons l'intégrale suivante :
1
/ V1—22dx
-1

Effectuons le changement de variable x = sin(t) = ¥(t), 1 de classe C! et strictement croissante de
[—7/2,7/2] dans [—1,1].

(i) (Changement de variable) On ne calcule pas 1~ dans ce cas (hors programme)

x = sin(t)
(ii) (Elément différentiel)
dx = cos(t) dt

(iii) (Nouvelles bornes)
six=—1 alors t=—m/2

stz =1 alors t =m/2

(iv) (Nouwelle fonction a intégrer)

F@) = V1= 22 = /1= (sin(t))?) = 1/ (cos(t))?) = eos(®)| =  (1:(2))

(v) (Conclusion)

/a " ) di = /w w:(:;) F(0(t)) W' (¢) dt = [ 1//22|cos(t)] cos(t) dt = [ ’;/Z(X’S(Q;)Hdt: o

b 3

14



Méthode 4.4 : Situation : nouvelle variable en fonction de l'ancienne (cas simple)
b
Soit l'intégrale I =

f(z)dx, on pose : t = p(x) avec ¢ de classe C! et strictement monotone de [a, b]
a
dans ¢ ([a, b]). On suppose que ¢’ ne s’annule pas sur [a,b] et que l'on puisse calculer ¢~
(i) (Changement de variable)

1-
t=p(x) & z=¢()
(ii) (Elément différentiel) Comme ¢’ ne s’annule pas, alors ¢~

L est dérivable,

dt = ¢'(z)dz & dx —
(iii) (Nouvelles bornes)

si x = a alors t:m
siz =b alors t =|p(b)

(iv) (Nouvelle fonction & intégrer)

Fe7'm)
(v) (Conclusion) D’apres le théoréme avec ¢ = @1,

[ stayde = jwfib)) CR0)

Les changements de variable affines vérifient ces propriétés, on utilisera donc cette méthode pour un
changement de variable affine lorsque la nouvelle variable est écrite en fonction de ’ancienne.

Exemple 25. Calculons l'intégrale suivante

1 x
—d
/0 V2r 1
dans [1,3].

Effectuons le changement de variable t = 2x + 1 = ¢(z), ¢ de classe C' et strictement croissante de [0,1]
(i) (Changement de variable)

-1
t=2r+1 & !
(ii) (Elément différentiel)

r=——

dt =2dx & dxr =
(iii) (Nouwvelles bornes)

1
—dt
2

stix=0 alors t=1

six=1 alors t =3
(iv) (Nouwelle fonction a intégrer)

T t=1
f(z)

= 1 1
- = =5 (Vi- )
(v) (Conclusion)

7) =1 (o)

[ s = [ s (e

w(a)
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Exemple 26. Calculer Uintégrale suivante d aide du changement de variable t = x2 :

2 3
/ $ dx
1 $2+1

Solution.

Méthode 4.5 : Situation : nouvelle variable en fonction de l’ancienne (cas complexe)

b
Soit I'intégrale I = / f(z)dx, on pose : t = p(x) avec ¢ de classe C! et strictement monotone de [a, b]

1

a
dans ¢ ([a, b]). On suppose que ¢’ s’annule ou que ¢~ ne peut pas étre calculée.

(i) (Changement de variable)
t=p(x)

= @)D

si x = a alors t:m
siz =0b alors t =|p(b)

(iv) (Nouvelle fonction a intégrer) On détermine une fonction g définie sur ¢ ([a, b]) telle que

Va € [a,0],  f(x) = g(p(2)) ¢'(2).

(ii) (Elément différentiel)

(iii) (Nouvelles bornes)

(v) (Conclusion) D’apres le théoréme pour la fonction g avec ¥ = ¢,

" fwyde = [ glo(a) _ O
a a /gp(a)

Exemple 27. Calculons l’intégrale suivante :

/2
/ (sin(x))? cos(z) dz
0

Effectuons le changement de variable t = sin(z) = ¢(x), ¢ de classe C! et strictement croissante de [0, 7/2]
dans [0,1].

(i) (Changement de variable) On ne calcule pas =1 dans ce cas (hors programme)
= sin(z)

(ii) (Elément différentiel)
dt = cos(z) dz

(iii) (Nouwvelles bornes)
six=0 alors t=0

stz =m/2 alors t =1
(iv) (Nouwvelle fonction a intégrer) Dans ce cas, ¢’ s’annule sur [0,7/2], on remarque que

f(x) = (sin(x))” cos(z) = (sin())’ &' (z) = g(p(2)) /() en posant g(t) = t*

b ©(b) 1 1
/ f(a:)d:r::/ g(t)dt:/ t3dt = =
a p(a) 0 4
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Remarque 4.6 : Changements de variable dans les énoncés

Les changements de variable non affines seront indiqués dans les sujets (DS, DM, concours....).

Propriété 4.7 : Intégrale et parité

Soient a € Ry et f une fonction continue sur [—a, al.
(i) Si f est paire,
a a
F()dt =2 / (b dt.
—a 0

(ii) Si f est impaire,
a

F(t)dt =0.

—a

Démonstration. Avec la relation de Chasles et le changement de variable u = —t, on a

I f(t)dt—/o f(t)dt+/0af(t)dt——/aof(—u)dqu/Oaf(t)dt—/oa (F(=0) + £(1)) dt.

—a —a
On conclut facilement suivant la parité de f. O

Exemple 28. Pour x > 0, calculons l'intégrale suivante :

xT
/ te=t dt.
—X

Pourt € R, on pose f(t) =te . Alors
f(=t) = —te D" = e = _f(1).

Ainsi f est impaire et comme lintervalle [—x, x| est centré en 0, on a

z 2
/ te " dt = 0.
—T

5 Meéthode des rectangles et sommes de Riemann

5.1 Convergence des sommes de Riemann

Précisons désormais la méthode des rectangles. Soit f une fonction continue sur [a,b]. On consideére la
subdivision de l'intervalle [a, b] définie par :

b—a

Vk e [0,n], ar=a+k

Définition 5.1 : Sommes de Riemann associées

Soit f une fonction continue sur [a,b] et n € N*. On appelle sommes de Riemann associées a f sur
[a,b], les sommes suivantes :

b—a
Graphiquement,

h—
est la largeur de chaque rectangle et f (a + ka> est la hauteur d’un rectangle.
n
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Théoreme 5.2 : Convergence des sommes de Riemann

b
Si f une fonction continue sur [a, b], alors les suites (Sy),cn+ €t (Tn),en+ convergent vers / f(t)dt.
Autrement dit, ‘
b—a b—a b—a' 2 b—a b
lim —— k = i k = t)dt.
i S (o) = i S (k) = [

Démonstration. On ne fera que la démonstration du cas ot f est de classe C''. On pose pour k € [0,n],

h—
ap=a+k a'
On remarque que
n—1 n—1 n—1
b—a Gh+1
To= > @) = Ylarn —afa) = Y [ )t
k=0 k=0 =0 7 %
Ainsi d’apres la relation de Chasles,
b n—1 Qpt1 b—a n—1 a1
[rwa-1, =3 (["" s -t e) = X [ 0 - s ar
@ k=0 %% n k=0 7 Ok

Encadrons pour k € [0,n — 1], e (f(t) = f(ax)) dt.
Comme f’ est continue sur [a, ] ,al(czl’aprés le théoréme des bornes, il existe (m, M) € R? tel que,
Vt € la,b], m<fl(t)<M
Or par la propriété de I'inégalité de la moyenne, pour tout ¢ € [ak, ax+1], on a
m(t —ay) < f(t) — flax) < M(t — ax).

Ainsi, en intégrant sur [ag, ag+1], on obtient I'inégalité

m [ ay s [M7 0 - s a< [T a

k ag
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Ak+1 t — 2.a — 2
Comme / (t _ ak) dt = {ﬂ} k+1 _ M7 alors
ag 2 [¢77 2

o (Ot = )” < /:H (f(t) = flax)) dt < M(“’““Q_ ax)”

Comme ap+1 — ap =

—a)? ot )2
o—a)7 g/a (F(t) = flap)) dt < M(b2n2).

Ainsi, en sommant pour k € [0,n — 1], on obtient

(b= a)? /b (b= a)?
~ 7 < t)ydt — T, < M~—.
m— = | f(t) n < 5
On conclut via le théoreme d’encadrement.
De méme, on montre la convergence de (Sy,),,cpe- O

Corollaire 5.3 : Cas simple de convergence de sommes de Riemann
Si f est une fonction continue sur [0, 1], alors

3 () :zzlmi:éf (2) = [ s

k=1

Exemple 29. Soit n € N*. On définit
1

n+k’

hE

Up —

e
Il

1
+00.

V)

Calculer la limite de la suite (uy) quand n tend ver.

Solution.

5.2 Programmation de la méthode des rectangles

Informatique 5.4 : Python : méthode des rectangles
Soit f une fonction continue sur [a,b]. On suppose que f, a, b et n ont été préalablement implémentées.

b
Afin de calculer une approximation de / f(t)dt, on peut utiliser la méthode des rectangles en calculant
a

une des sommes de Riemann pour un n assez grand.

S=0
for k in range(1,n+1)
S=S+f (a+k*(b-a)/n) # on ajoute la longueur de chaque rectangle

S=S*(b-a)/n # on multiplie par la largeur des rectangles
print(S)
1
Exemple 30. Calculer une valeur approchée de / T3 dt = w. On calcule donc pour n € N* assez grand,
0

1L 4
Sp==-S—"
"”;;1 -

()
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import numpy as np
n=10000
def f(x):
return 4/ (1+x**2)
S=0
for k in range(1l,n+1)
S=S+f (k/n)
S=5*1/n
print(S)

Python renvoie 3.14149265192314.

20



	Intégrale et aire
	Intégrale d'une fonction continue positive
	Extension à une fonction de signe quelconque
	Méthode des rectangles et sommes de Riemann

	Primitives
	Définition
	Primitives des fonctions usuelles

	Intégrale d'une fonction continue sur un segment
	Intégrale et primitives
	Propriétés de l'intégrale
	Premières propriétés
	Relation de Chasles
	Linéarité
	Positivité
	Croissance
	Inégalité de la moyenne
	Inégalité triangulaire


	Méthodes de calcul d'intégrale
	Intégration par parties
	Changement de variable

	Méthode des rectangles et sommes de Riemann
	Convergence des sommes de Riemann
	Programmation de la méthode des rectangles


