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1 Généralités
1.1 Définitions

Définition 1.1 : Matrice
Soient n et p deux entiers naturels non nuls. On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients

réels le tableau de réels suivant :

ail ai2 ... QAip
as 1 a272 e ag’p
A= . ) | = (aij)i<i<n
: : : 1<5<p
an,l Gp2 --- Gnp

On dit que A est une matrice de taille n x p.

L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels est noté M,, ,(R).

Exemple 1.
-1 © -7
4= ( 2 2 3/2> € Ma3(R) avec par exemple a1 =7 et azy = 2.
-1
B=|-2| e M;31(R) avec par exemple by 1 = —2.
5

Remarque 1.2 : Vocabulaire

e Sip=1, on dit que A est une matrice colonne (ou vecteur colonne).
e Sin =1, on dit que A est une matrice ligne (ou vecteur ligne).

e Sin = p, on dit que A est une matrice carrée.

L’ensemble des matrices carrées M,, ,,(R) se note plus simplement M, (R).

Exemple 2.
A= (1 -2 \@) € Mi3(R). A est un vecteur ligne.

—1
B=|-2| e€M;31(R). B est un vecteur colonne.
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C= <; _32> € Ms(R). C est une matrice carrée de taille 2.

Définition 1.3 : Matrice nulle

Dans M,, ,(R), on appelle matrice nulle la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 0.
On la note 0, (ou 0 §’il n'y a pas d’ambiguité possible).

La matrice nulle de M,,(R) se note simplement 0,,.



Définition 1.4 : Egalité matricielle

Deux matrices sont égales si elles ont la méme taille et les mémes coefficients.

1.2 Opérations élémentaires sur les matrices

1.2.1 Addition de matrices

Définition 1.5 : Addition de deux matrices

Soient deux matrices A = (a; ;)i<i<n €t B = (b; j)i<i<n de My p (R). La matrice A + B est la matrice de

1<j<p 1<j<p
M, (R) définie par
a1 a2 ... Gip b1 bia ... biy a11+bi1 ar2+bia ... arp+biy
a1 a2 ... Q2p 6271 b272 - b27p az1+ b2,1 a2 + b272 ceea2pt bg,p
A+B = . . A sl B . . = . . .
an,1 QAp2 .- GOpp bn71 bn72 e bn,p an,1 + bn,l an2 + bn72 cee Qppt bn,p

Autrement dit, si A+ B = (¢;,j)1<i<n, alors
1<j<p

V(Zvj) € [[Ln]] X Hlapﬂv ciuj - a’ivj + bw

On ne peut additionner deux matrices que si elles ont la méme taille.

)96

1.2.2 DMultiplication d’une matrice par un scalaire

Exemple 3.

Définition 1.6 : Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soient une matrice A = (a;;)1<i<n de My, (R) et A € R. La matrice A A est la matrice de M,, , (R)

1<j<p
définie par
a1 a2 ... Qip Aaig Aaiz ... Aaiy
a1 a2 ... a2 p A az 1 A a2 ... A az.p
AA=X| . ) .= .
ap1l Gn2 ... Qpp Aap1 Aapa ... Aapy

Autrement dit, si A A = (d; j)1<i<n, alors
1<5<p

V(Z7]) € [[17”]] X [[Lp]]? di:j = )\ai,j'

Exemple 4.



1.2.3 Reégles de calcul dans M,, , (R)

Propriété 1.7 : Régles de calcul

Soient A, B et C trois matrices de M,, , (R) et X et p deux réels.
e (Associativité) (A+ B)+C =A+ (B+(C)

A(pA)=(Ap) A
(Commutativité) A+ B=B+ A
(Distributivité) (A +p) A= XA+ pA

AA+B)=\A+A\B

(Eléments neutres) A+ 0,, = 0,, + A= A
1A=A
(Opposé) A+ (1) A= (-1) A+ A =0y

Démonstration. Pour vérifier ces propriétés, il suffit de vérifier les égalités coefficient par coefficient. O

La matrice (—1) A se notera —A (opposé de A). L’opération A + (—B) sera notée simplement A — B.

Exemple 5. Calculer

Solution.

1.3 Produit matriciel

o)

1
-2 4)

Le produit de deux matrices n’est pas une opération élémentaire. Il ne se fait pas terme par terme.

1.3.1 Produit d’une matrice par un vecteur colonne

Définition 1.8 : Produit d’une matrice par un vecteur colonne

Soient A = (a; j)1<i<m une matrice de My, , (R) et X = (x1); <}, un vecteur colonne de M, ; (R). La

155<n

matrice A X est une matrice de M, 1 (R) et

aig a1

a1 a2
AX =

am,1  Gm,2

Exemple 6. Calculer

Solution.

a1,n Mo
a2.n €2
am,n Tn
1 -2 1
2 3 0

n
> ayg
k=1

n
> ap
k=1

. .
Z Um.k Lk
k=1

n
= (> airak
k=1 1<i<m



Le produit n’est possible que si le nombre de colonnes de la matrice est égal au nombre de lignes du
vecteur.

Exemple 7. Le produit suivant n’a pas de sens

1.3.2 Produit de deux matrices

Définition 1.9 : Produit de deux matrices

Soient A = (a; j)1<i<m une matrice de My, ,, (R) et B = (b; j)1<i<n une matrice de M, , (R). La matrice
1<5<n 1<5<p
A B est une matrice de My, , (R) et si A B = (¢; j)1<i<m, alors
1<5<p

V(Z7J) € [[1,?77,]] X [[Lp]]a Cij = Zai:kbk,j'
k=1

Cette définition généralise la définition du produit d’une matrice et d’un vecteur colonne : si on note X1,
Xo, ..., Xp les colonnes de la matrice B, alors les colonnes de la matrice A B seront A X, A Xy, ..., AX,.

Méthode 1.10 : Produit de deuz matrices

Pour multiplier deux matrices a la main, on pose souvent la multiplication comme ci-dessous : la matrice
A en bas a gauche, la matrice B en haut a droite et le résultat en bas a droite. On considére ensuite les
produits de chaque ligne de A avec une colonne de B.

‘ B: nlignes, p colonnes

bn'p

am,I am'z e am,n Cm,l Cm,2 cee Cmyp

A: mlignes, n colonnes ‘ ‘ C=AB :mlignes, p colonnes




Exemple 8. Calculer

Solution.

Pour pouvoir multiplier deux matrices, il est nécessaire que le nombre de colonnes de la matrice de gauche
soit égal au nombre de lignes de la matrice de droite. En particulier, il peut arriver que le produit A B soit
défini et que le produit B A n’existe pas.

Exemple 9. Le produit suivant n’a pas de sens

32f1?);2 bl
2 3 0)°

1 0 -2 0

Remarque 1.11 : Produit matriciel non commutatif

Le produit matriciel n’est pas commutatif. Si A B et B A existent, on a généralement : A B # B A.

Méme si les deux produits existent, ils n’ont pas forcément la méme taille.
Exemple 10. Si A € My3 (R) et B € M3 o (R), alors AB € Moo (R) et BA € Ms 3 (R).

Méme s’ils ont la méme taille, ils ne sont pas forcément égaux.

o) D=(5 )« G000

Remarque 1.12 : Produit matriciel non intégre

Exemple 11.

Si AB = 0y, alors on n’a pas forcément A = 0y, , ou B = 0y, .

Exemple 12.

Propriété 1.13 : Reégles de calcul

Soient A et A" deux matrices de My, »(R), B et B’ deux matrices de M, ,(R), C' une matrice de My, 4(R)
et AeR.

e (Associativité) (AB)C = A(BC)

e (Distributivité) (A+ A')B=AB+ A'B
AB+B)=AB+ AB

e (Lien entre les multiplications) A (AB) = (AA)B = A(AB)

Démonstration. Pour vérifier ces propriétés, il suffit de vérifier les égalités coefficient par coefficient. O



1.4 Transposée d’une matrice

Définition 1.14 : Transposée d’une matrice

Soit A = (a; j)1<i<n une matrice de M,, , (R). On appelle transposée de A la matrice de M, , (R) noté
1<j<p
t A définie par

ari1 a1 ... an,1
a a Lo
R4‘— 1,2 2,2 n,2 —-(a~) '
- . . . — 7,4 )1<i<p
: : : 1<j<n
aip a2p ... Qpp

Les lignes de A deviennent les colonnes de A et réciproquement.

2 3 2 =2
Exemple 13. SiA=|-2 -1 0 3 |, alors
1 0 -2 0

2 -2 1
3 -1 0
t A —
A= 2 0 =2
-2 3 0

Propriété 1.15 : Régles de calcul

Soient A et A" deux matrices de M, ,(R), B une matrice de M, ,(R) et X € R.
o (Linéarité) ' (A+ A') =t A+t A
e (Multiplication par un scalaire) Y{(AA) = A\tA
e (Produit matriciel) ‘(A B) =! B'A
e (Involution) * (*4) = A

Démonstration. Pour vérifier ces propriétés, il suffit de vérifier les égalités coefficient par coefficient. O

2 Matrices carrées

2.1 Matrices carrées particulieres

2.1.1 Matrice diagonale

Définition 2.1 : Coefficients diagonauz

Soit A = (Gi,j)lgi,jgn
diagonaux de A.

une matrice de M, (R). Pour i € [1,n], les scalaires a;; sont appelés coefficients

4 2 =2
Exemple 14. SiA=| -2 —1 6 |, ses coefficients diagonauz sont dans l'ordre 4, —1 et 0.
0 -2 0



Définition 2.2 : Matrice diagonale

Soit A = (ai;j),<; ;<, une matrice de My, (R). On dit que A est une matrice diagonale si
V(i,j) € [L,n]?, i#j=a;;=0.

Autrement dit,

ai1 0 0 0

0 a2 0 0

A=1| 0 0 :
. 0

0 0 0 ann

Remarque 2.3 : Sens de la diagonale

La diagonale d’une matrice va toujours du haut vers le bas et de la gauche vers la droite.

0 3) n’est pas une matrice diagonale.

Exemple 15. (_2 0

Définition 2.4 : Matrice identité
Dans M,,(R), on appelle matrice identité la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont

égaux a 1.
On la note I, (ou I s’il n’y a pas d’ambigiiité possible).
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On obtient facilement les deux propriétés suivantes.

Exemple 16.

Propriété 2.5 : Elément neutre

Soit A € M, (R).
ILA= AL — A

Propriété 2.6 : Produit de matrices diagonales

Si A et B sont deux matrices diagonales de M,,(R), alors A B est une matrice diagonale de M, (R).

Exemple 17. Dans le cas n = 2, pour (a,b) € R? et (a/,V) € R?,

a 0\ (d 0) [ad O
0 b 0 o) 0o bV



Définition 2.7 : Matrice scalaire

Soient A € M,,(R) et A € R. A est une matrice scalaire si A = \ [,,.

-2

Exemple 18. A = ( 0 -9

) est une matrice scalaire.

2.1.2 Matrices triangulaires

Définition 2.8 : Matrices triangulaires

Soit A = (ai,j),<; j<, une matrice de My, (R). On dit que A est une matrice

e triangulaire inférieure si
Y(i,7) € [L,n]*, i<j=a;;=0.

Autrement dit,

a1.1 0 0 e 0
az1 azz O ... 0
A=laz1 a3p
0
an,1 0Gn2 ... Gnn—-1 0Ann

e triangulaire supérieure si
Y(i,7) € [L,n]*, i>j=a;;=0.

Autrement dit,

a1 a2 aig ... ain
0 a2 a3z ... asp,
A=]10 0 :
: : : an—1,n
0 0o ... 0 Qn.n

0 3
Exemple 19. Pour reprendre la remarque (_2 1) n’est pas une matrice triangulaire.

Propriété 2.9 : Produit de matrices triangulaires

Si A et B sont deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) de M, (R), alors A B est une
matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) de M, (R).

Démonstration. A démontrer en exercice. O

b3 (07 2)=(5F)

Exemple 20.



Propriété 2.10 : Transposée d’une matrice triangulaire

Soit A € M, (R).

A est triangulaire < 'A est triangulaire.

Démonstration. En effet, si A est triangulaire supérieure alors t A est triangulaire inférieure et inversement. [J

1 3 2 10 0
Exemple 21. SiA= (0 1 4 |,alors'A=13 1 0
0 0 -2 2 4 =2

Remarque 2.11 : Lien entre matrices diagonales et triangulaires

Soit A € M, (R).

A est diagonale < A est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure.

2.1.3 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 2.12 : Matrices symétriques et antisymétriques
Soit A = (ai;j),; j<, une matrice de My, (R). On dit que A est une matrice
e symétrique si ‘A = A.

e antisymétrique si ‘A = —A.

On remarque qu’une matrice antisymétrique a des coefficients diagonaux nuls.

1 3 -5 0 2 -1
Exemple 22. | 3 0 1 | est une matrice symétrique et | —2 0 —4 | est une matrice antisymétrique.
-5 1 2 1 4 0

Exemple 23. Soit A € M,(R). Montrer que A'A et *tA A sont bien définies et que ces matrices sont
symétriques.

Solution.

Exemple 24. Soient A et B deux matrices symétriques de M, (R). Montrer que
AB=BA <& AB est symétrique

Solution.

Propriété 2.13 : Une matrice diagonale est symétrique

Soit A € M, (R).
A est diagonale = A est symétrique.

Démonstration. A démontrer en exercice. O

10



2.2 Puissance d’une matrice carrée

2.2.1 Généralités

Définition 2.14 : Puissance d’une matrice carrée

Soient A € M,(R) et p € N*. On pose A% = I,, et pour tout p € N*, on définit AP par la relation de
récurrence

AP = APTL A,
Ona AP =AA ... Apour pe N,
—_—

p facteurs

Pour élever une matrice & la puissance p, il ne suffit donc pas d’élever chacun de ses coefficients a la
puissance p.

1 2

Exemple 25. Soit A = <2 0

). Calculer A%, A3 et AS.

Solution.

Proposition 2.15 : Puissance d’une matrice diagonale

Si D est une matrice diagonale de M, (R), alors pour p € N

d 0 0 ... 0 (dq)? 0 0o ... 0
0 do 0 ... 0 0 (d2)? 0 ... 0
D=0 0 : = D= 0 0 '
0 : 0

0 O 0 dn 0 0 0 (dp)?

Démonstration. A démontrer par récurrence en exercice. O
. -1 0 s . (=1)» 0
Exemple 26. Soient D = 0 2 et p € N. D’aprés la proposition, DP = 0 op | -

Propriété 2.16 : Régles de calcul

Soient A € M,, (R) et p,q deux entiers naturels.
o AP A4 — APTAd — A4 AP
o (AP)1 = APY
o L(A7) = (1A)

Démonstration. A démontrer par récurrence en exercice. O
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Propriété 2.17 : Puissance d’un produit
Soient A et B deux matrices de M,, (R) et p € N.
(AB)? = (AB) (AB) ... (AB)
p facteurs (AB)

Si A et B commutent (A B = B A), alors
(AB)P = AP BP = BP AP,
De maniere générale, si A et B commutent et p, g sont deux entiers naturels, alors
AP BY = BY AP,
Démonstration. A démontrer par récurrence en exercice. O
2.2.2 Bindéme de Newton

Théoréme 2.18 : Binome de Newton

Soient A et B deux matrices de M,, (R) et p € N. Si A et B commutent (A B = B A), alors

(A+B)P — i (i) Ak Bp—k _ i (z) Ap—k Bk.

k=0 k=0

Démonstration. La démonstration suit exactement les mémes étapes que celles du chapitre Dénombrement.
O

La formule est fausse si A et B ne commutent pas.

Exemple 27. Soient A = (é ;) et B= <8 é) . Calculer (A+ B)? et A2+ 2AB + B2

Solution.

2.2.3 Polynéme d’une matrice carrée

Définition 2.19 : Polynome d’une matrice carrée

Soient A € M,(R) et P(X) = Z a; X" un polynéme de R[X]. On définit P(A) par
=0

P(A) = iaiAi € M,(R).

1=0

1 2
0 3

e (1 8\ (1 2 10
- ssavan= (3 3) a3 2) a3 )

Exemple 28. Soient A = ( ) et P(X)=X?-3X +2.

02)
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2.3 DMatrices carrées inversibles

Définition 2.20 : Matrice inversible

Soit A € M, (R). On dit que A est inversible s’il existe B € M,,(R) tel que
AB=BA=1,.
La matrice B est appelée inverse de A.
Exemple 29. Vérifier que A = L2 et B = -2 ! sont inverses l'une de l'autre
ple 29 ues=1\3 4 ~\3/2 —1/2 '

Solution.

Propriété 2.21 : Unicité de ’inverse

Si A € M, (R) est inversible, alors A admet un unique inverse. On note cet inverse A~!.

Démonstration. Si B et C sont deux inverses de A, alors

AB=BA=1, e AC=CA=1I,.

Ainsi
CAB=(CA)B=1,B=B

mais également

CAB=C(AB)=CI,=C.
D'ott B = C. 0

Remarque 2.22 : Erreur a éviter

1
Il ne faut pas écrire — pour écrire I'inverse de A.

Exemple 30. I, est inversible et I,jl =1,.
Toutes les matrices carrées ne sont pas inversibles.

Exemple 31. 0,, n’est pas inversible.

Théoréeme 2.23 : Inverse a gauche ou da droite

Si A et B sont deux matrices de M,,(R), alors les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) AB=1,
(i) BA=1,
(iii) B=A""!

Pour vérifier que deux matrices sont inverses I’'une de ’autre, il suffit donc de calculer I'un des 2 produits
AB ou BA.

Démonstration. L’implication de (iii) vers (i) et de (iii) vers (ii) découle de la définition. Les implications

réciproques sont admises. O
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Propriété 2.24 : Reégles de calcul
Soient A et B deux matrices inversibles de M, (R), A € R* et p € N.
e A~! est inversible et (14*1)_1 = A.
e AB est inversible et (AB) ™' = B~ A1
e \A est inversible et (A A)™! = AL
o AP est inversible et (A7) ™" = (A~1)” que I'on note AP,
t

e LA est inversible et (tA)f1 = (A_l)

Démonstration. 11 suffit de vérifier que les inverses des propositions vérifient la définition de I'inverse.

En général, si A et B sont inversibles alors A + B n’est pas forcément inversible.

Exemple 32. Si A est inversible, alors —A est inversible mais A + (—A) = 0,, n’est pas inversible.

Proposition 2.25 : Inversibilité d’une matrice triangulaire

Soit A une matrice triangulaire de M, (R).

A est inversible < Tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls.

Démonstration. La démonstration sera faite dans le chapitre Systémes linéaires.

Corollaire 2.26 : Inversibilité d’une matrice diagonale

Soit D une matrice diagonale de M, (R).
D est inversible < Tous les coefficients diagonaux de D sont non nuls.

De plus, si D est inversible alors

d 0 0 ... 0 1/dy, 0 0 ... 0
0 d 0 ... 0 0 1/dy 0 ... 0
D=0 o0 : = D'=] 0 0 :
0 : 0

0 0 0 d, 0 0 0 1/dy,

Théoréme 2.27 : Inverse d’une matrice carrée de taille 2

Si A= (Z Z) est une matrice de M3(R), alors

A est inversible & ad —bc #0

Dans ce cas,

1 _
At = T < dc ab> (formule de Cramer)
ad —be \ —

Démonstration. On pose

O



On raisonne par double implication.
< On suppose que ad — bc # 0. On remarque que A est inversible et son inverse est
1
-1
= B.
ad — be

= Réciproquement, on procede par contraposition. On suppose que ad — bc = 0. Montrons que A n’est pas
inversible. On a déja

ad — be 0

( 0 —bec + ad) 0

On raisonne par 'absurde : on suppose que A est inversible. Des lors,
AY"AB=A"10,=0y mais également A'AB=1L,B=B

D’ou B = 09. Par identification, cela donne que chacun des coefficients de A est nul et donc A est la matrice
nulle et n’est donc pas inversible, ce qui est absurde. O

1 -2

Exemple 33. Montrer que A = (2 1

) est inversible et déterminer son inverse.

Solution.
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