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1 Vocabulaire sur ’ensemble R des nombres réels

1.1 Encadrement

Définition 1.1 : Minorant

Soient E une partie non vide de R et m un réel. On dit que m est un minorant de E lorsque
Vee E, m<uzx.

Si F a un minorant, alors on dit que E est minorée.

Définition 1.2 : Majorant

Soient F une partie non vide de R et M un réel. On dit que M est un majorant de E lorsque
Vre B, x< M.

Si E a un majorant, alors on dit que E est majorée.

Exemple 1. L’ensemble Z n’est ni majoré ni minoré, et l’ensemble N est non majoré mais minoré par 0.

Définition 1.3 : Partie bornée

Soit E une partie non vide de R. On dit que E est bornée si elle est minorée et majorée.

Exemple 2. L’intervalle [0, 1] est minorée par 0 (et par n’importe quel réel négatif) et majorée par 1 (et par
n’importe quel réel plus grand que 1), c’est donc une partie bornée de R.

Théoréme 1.4 : Théoréme de la borne inférieure (resp. supérieure)

Toute partie non vide minorée (resp. majorée) de R posséde un unique plus grand minorant (resp. plus
petit majorant).

Démonstration. Admis. O

Définition 1.5 : Borne inférieure

Soit E une partie non vide de R. Si E est minorée, on appelle borne inférieure de F son plus grand
minorant. On note inf(E), lu “inf de E”, cette borne inférieure.
Si E n’est pas minorée, on pose inf(E) = —oo.

Définition 1.6 : Borne supérieure

Soit E une partie non vide de R. Si E est majorée, on appelle borne supérieure de F son plus petit
majorant. On note sup(E), lu “sup de E”, cette borne supérieure.
Si E n’est pas majorée, on pose sup(E) = +oc.

Exemple 3. Soit E = [0,1[. On a inf(E) =0 et sup(E) = 1.



Définition 1.7 : Minimum

Soit F une partie non vide de R. Si E est minorée et que inf(E) € E, alors on appelle minimum de F la
borne inférieure de E. On note alors min(F) ce minimum.

Définition 1.8 : Mazimum

Soit E une partie non vide de R. Si E est majorée et que sup(F) € E, alors on appelle maximum de F
la borne supérieure de E. On note alors max(E) ce maximum.

Exemple 4. Soit E =[0,1[. On a min(E) = 0 mais E n’admet pas de mazimum.
Exemple 5. Soit E = {(—1)" + % avec n € N*}. Alors :
sup(E) = g =max(E) et inf(E)=-1.
E n’admet pas de minimum.
1.2 Valeur absolue

Définition 1.9 : Valeur absolue

On définit I'application valeur absolue de R dans R par :

abs : R — R;

xr — |z| =max(z,—x)

Propriété 1.10 : Valeur absolue

Soient x et y deux réels et € > 0. On a les propositions suivantes :
(i) —lz] <z < lzf,

(iv) |zyl = [=| [yl,
V) lz] =yl < |z +y| < |z|+ |y (inégalité triangulaire).
Démonstration. A faire en exercice. O

On peut noter que |x — y| représente la distance entre les réels x et y. Pour € > 0, la distance entre z et
y est plus petite que € si, et seulement si x € [y — e,y +¢] :

lz—y|<e & —e<z—-y<e & y—ce<z<y+e
Exemple 6. Soit x un réel tel que Ve > 0, |z| < e. Montrer que x = 0.

Solution.



1.3 Partie entiére

La propriété suivante découle de la construction de R, elle est donc admise :

VeeR, dneZ n<zx<n+l.

Définition 1.11 : Partie entiére

Soit z € R. On appelle partie entiére de = et on note |z I'unique entier tel que

lz] <z < |z]+1.

2 Généralités sur les suites

Dans cette section, I = {n € N,n > ng} = [ng, +oo[ avec ng € N. Généralement, I = N ou I = N*.
2.1 Définitions

Définition 2.1 : Suite réelle

On appelle suite réelle toute application v de I dans R.

u:I — R

n o= U

Pour une suite, on note généralement u,, pour u(n). On note cette suite (), ;-

L’ensemble des suites réelles indexées sur I se note A(I,R).

2.2 Opérations sur les suites

Propriété 2.2 : Somme

Soient (un),c; €t (vn),c; deux suites réelles. On définit leur somme (u, + vy ), c; comme étant la suite
(Wn) ey telle que
Ynel, w,=u,+ v,

Propriété 2.3 : Produit

Soient (tn),c; €t (vn),c; deux suites réelles. On définit leur produit (u, x vy),c; comme étant la suite
(Wn) e telle que
Vnel, w,=uy, X V.

Propriété 2.4 : Multiplication par un scalaire

Soient (uy,),c; une suite réelle et A un réel. On définit la multiplication de u par le scalaire A comme
étant la suite (wy),,o; telle que
Vnel, w,=u,.



2.3 Propriétés des suites
Définition 2.5 : Suite minorée, majorée
Soit (), c; une suite réelle. On a les définitions suivantes :
(Un)pes st minorée << dImeR, Vnel,m< u,.

(un)per est majorée <« IMeR, Vnel,u, <M.

Quand on dit qu’'une suite est positive (resp. négative), cela signifie qu’elle est minorée (resp. majorée)
par 0.

Définition 2.6 : Suite minorée, majorée, bornée

Soit (up),c; une suite réelle. On dit que (uy), .; est bornée si et seulement si (uy),.; est majorée et
minorée. Autrement dit,

(tn)per est bornée <& Im,M)eR2Vnel, m<u,<M < 3IJKeR_Vnel, |u,|<K.

Définition 2.7 : Suite croissante, décroissante, monotone

Soit (tn),c; une suite réelle. On a les définitions suivantes :
(Un)pecs €St croissante <«  Vnel, u, < upy1.

(tn),c; est décroissante <« Vnel, u, > upq1.

On dit qu’une suite est monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.
(un)pc; est strictement croissante <&  Vn eI, u, < upy.

(tn),ey est strictement décroissante << Vnel, u, > Upqr.

On dit qu'une suite est strictement monotone lorsqu’elle est soit strictement croissante, soit strictement
décroissante.

Une suite croissante (resp. décroissante, constante) & partir d’un certain rang n’est pas forcément croissante
(resp. décroissante, constante) sur I.

Exemple 7. Pour n € N, on définit : u, = (n — 4)%. (uy,) est décroissante sur [0,4] et croissante a partir
du rang 4.

Définition 2.8 : Suite constante

Soit (), c; une suite réelle. On dit que u est constante si :

dIAeR, VYVnel, wu,=A\



Informatique 2.9 : Python : calculer les premiers termes d’une suite définie par récurrence

L’outil informatique est précieux pour calculer des approximations des termes successifs d’une suite
définie par récurrence lorsqu’on ne trouve pas une formule générale explicite.
On considére une suite définie par récurrence par ug € R et pour n € N

Uny1 = f (un).

En supposant que f est définie au préalable, le programme suivant demande a 'utilisateur les valeurs de

ug et de n puis calcule la valeur de u,,.

import numpy as np

u=eval (input (’u0=7’))

n=eval (input (’n=7’))

for k in range(l,n+1)
u=f (u)

print (u)

Informatique 2.10 : Python : représenter les premiers termes d’une suite définie par récurrence

L’outil informatique permet aussi de représenter graphiquement I’évolution d’une suite et de conjecturer
éventuellement sa nature et la valeur de sa limite (si elle existe).
On rajoute au programme précédent 'utilisation de la liste L qui va stocker ’ensemble des termes de la

suite.

import numpy as np
u=eval (input (’u0=7"))
n=eval (input (°n=7’))
L=np.zeros(n+1)
L[0]=u
for k in range(1,n+1)
u=f (u)
L{k]=u

Si on veut ensuite représenter graphiquement les termes en question, on ajoute :
import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(range(0,n+1),L)
plt.show()



Exemple 8. On peut représenter les 16 premieres valeurs de la suite (uy), cy tel que ug =1 et pour n € N

2
Unp+1 = 14+ —.
(7

n

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
u=1
n=16
L=np.zeros(n+1)
L[0]=u
for k in range(1l,n+1)
u=1+2/u
L(k]=u
plt.plot(range(0O,n+1),L)
plt.show()
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Ici, la suite semble converger vers 2. La derniére valeur de u calculée par le programme constitue une
approzimation de cette limite (il faut que n soit suffisamment grand). On peut rajouter la commande
print(u) en fin de programme. On obtient alors 1.999977111991028 (qui est une valeur approchée de ujg).



Dans la suite du chapitre, on considérera que les suites sont définies sur N mais les résultats sont également
valables pour une suite u définie sur une partie I infinie de N.

3 Convergence des suites réelles

3.1 Définitions

Définition 3.1 : Suite convergente, divergente

On dit que la suite (uy,),y converge vers le réel [ si tout intervalle ouvert contenant I contient les
termes u,, pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux.
Comme tout intervalle ouvert contenant [ contient un intervalle du type [l — ¢,1 + €], on obtient une
définition équivalente :

Ve >0, 3dng € N tel que Vn >ng, |u, —1] <e.

On dit alors que [ est la limite de (uy), oy et on note :

lim w,=01 ou wu, — I
n—-+00 n—-+00

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

On rappelle que
lup, —1l|<e & l—e<u,<l+e.
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Le rang ng a partir duquel tous les termes de la suite (uy,),,c sont tels que |u, — | < € dépend en général
de €.

Exemple 9. Soit (uy,),cn+ la suite définie par u, = nt

et € > 0. Déterminer un entier ng tel que pour
tout n > ny,

W =

Solution.



Théoréme 3.2 : Unicité de la limite

La limite d’une suite convergente est unique.

Démonstration. On suppose qu’il existe deux réels [ et I’ vérifiant tous les deux la proposition énoncée,
c’est-a-dire pour € > 0,

dng € N tel que Vn > ng, |up, —1] <e et 3IngeNtel que Vn >ng, |u, —I'| <e.
Si on pose N = max (ng, ng), alors ¥n > N
lup, — 1] <e et lup = U'| <e.
Or, d’apres l'inégalité triangulaire,
L=V =l —up) + (wp =) <Jup = 1] + Jup, = '] < 2e.

D’apres Iexemple [6] cela implique que
I—1'=0.

Ainsi [ =1’ et ceci prouve bien 'unicité de la limite. O

Remarque 3.3 : Attention auz a priori !

(i) Si (un),cy converge, alors up 1 — Uy 7 0. Mais la réciproque est fausse : par exemple, u,, = Inn
n—-+0oo

définit une suite telle que up+1 — up T 0 mais (un)neN* ne converge pas.
n—-+0oo

(ii) (un n_>—+>oo l) & (uQn n_>—+>oo l et ugpit njoo l) .

3.2 Propriétés des suites convergentes

Propriété 3.4 : Suite convergente

Soit (uy), ey une suite réelle.

(Un),en est convergente = (uy),cy est bornée.

Démonstration. Soit une suite (uy,), oy qui converge vers une limite /. D’apres la définition de la convergence :
Ve >0, dng € N tel que Vn > ng, |u, —1| <e.
Cette assertion étant vraie Ve > 0, elle est vraie par exemple pour € = 1. Ainsi :
dng € N tel que Vn > ng, |u, — 1] < 1.
A partir du rang ng, la suite est bornée car :
Vn>ng, Ju, =<1 = [-1<u,<l+1 = |up| <max(|l—-1|,|l+1]).
Avant le rang ng, la suite est aussi bornée car :
Vn € [0,n0], |un| < max (Jugl,...,|uny—1]) -
Par conséquent, la suite (), est bornée et :
VneN, |uy| < max (|uol,. .., |tng—1],[l —1|,|l+1]).

La réciproque est fausse : par exemple, u, = (—1)".



3.3 Convergence et opérations

Proposition 3.5 : Opérations sur les limites

Soient (un),cy €t (Un),cy deux suites réelles convergentes et A € R. Alors (uy, + vn),cny (Untn)pen €t
(Atn), ey SONt convergentes et

(i) lm wup+ov,= lim u,+ lm wv,.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

i) lm w, Xxv,= lim wu, X lim v,.

( ) n—-4o00 " " n—-4o00 " n—-4o00 "

(iii) lim A Xup,=AXx lim wu,.
n—-+00 n—-+00

Démonstration. Soient [ et I’ tels que lim u, =let lim v, =1".
n——+0o00 n—-+o0o

(i) Soit e > 0. Alors § >0 et

dng € N tel que Vn > ng, |u, — 1] < et Iny € N tel que Vn > nyg, |v, —1'| <

€
>

| ™

Si on pose N = max (ng, ng), alors ¥n > N

€

[(un +vn) = (+1)| = |(un = 1) + (o = U)| < |ty =1 + Jvp, = U] §§+ =e.

[\

(ii) Comme (up), o €t (Un),ecn Sont convergentes, elles sont bornées. En considérant le maximum de deux
bornes de leurs valeurs absolues, il existe un M >0 tel que

VneN, |uy| <M et |u,] <M.

Soit € > 0. Alors 55; > 0 et

dng € N tel que Vn > ny, \un—l\gﬁ et 3Ing € N tel que Vn > ny, |vn—l’|§ﬁ.

Si on pose N = max (ng, ng), alors Vn > N

[(un X vp) = (I xU)| = [(un X vp —up xU) + (up x ' =1 x1')|
[wn, X (v — 1) + (uy, — 1) x U'|

(inégalité triangulaire) < un X (v = U)| + [(un — 1) x U]
< unl X |og = U] + g — 1] x |I']
£ £
< MX—+-—xM<c¢
- 2M + 2M -
(iii) II suffit de considérer le cas d'une suite (vy,),, oy constante égale a A dans (ii).
O
Proposition 3.6 : Comportement asymptotique
Soient (un),cny €t (Vn), ey deux suites réelles. Alors :
O dm ua=1 = lm | =[],
(ii) nll}rfoo up =0 et (vp),cy bornée = ngr—&r—loo Up Uy, = 0.
1 1
(iii) lim w,=1letl#0 = dpeN, () soit bien définie et convergente de limite —.
n—=+00 Un ) p>p l
Démonstration. Démonstration a faire en exercice. O

La réciproque de (i) est fausse : par exemple, u, = (—1)".
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3.4 Convergence et ordre

Théoreme 3.7 : Théoréeme de prolongement des inégalités

Soient (un),cn €t (Vn),cy deux suites réelles telles qu’a partir d’un certain rang p,
Yn>p, up < Up.

Alors

lim w,=1let lim v,=0 = 1</.
n——+oo n—-+oo

Si on a u, < v, au lieu de u,, < v,, la conclusion reste [ < I’ : les inégalités strictes deviennent larges
apres passage a la limite.
Démonstration. Soit € > 0. Alors
dng € N tel que Vn > ng, |u, =1 <e et E|n6 € N tel que Vn > ng, |vn — l’| <e.
Si on pose N = max (ng, ng, p), alors Yn > N
l—e<wu, e v,<l+e.

Comme Vn > N, u, < v,, alors

Ve>0, l—e<l +e.
Ainsi

Ve >0, —2<Il —1.

Ce qui donne
0<!'—1 etdonc [I<I.

O
Théoreme 3.8 : Théoreme d’encadrement
Soient (tn),ens (Vn)pen €t (Wn), ey trois suites réelles telles qu’a partir d'un certain rang p,
Vn >p, up < vp < wy
Alors
lim u,=1let lm w,=1 = lim v, =1.
n—-+00 n—+o00 n—+00
Démonstration. Soit € > 0. Alors
Ing € N tel que Vn > ng, |u, —1| <e et Inj €N tel que Vn >n(, |w, -1 <e.
Si on pose N = max (ng, ng, p), alors ¥n > N
l—e<u, e w,<l+e.
Comme Vn > N, u, < v, < w,, alors
Ve >0, AN eNtelqueVn >N, [—e<u, <v,<w, <l+e.
On en conclut donc
Ve >0, dIN eNtelqueVn>N, |v,—1]<e.
Ce qui revient a lim v, =1. O

n—-+o0o

Exemple 10. Montrer la convergence de la suite (un), oy définie par

n
n
w3
ot k
Solution.
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3.5 Suites tendant vers ’infini

Définition 3.9 : Limite infinie

e On dit que la suite (uy), cy diverge (ou tend) vers +oo si tout intervalle du type [A, 4-00[ contient
les termes u,, pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux.

En d’autres termes,
VA >0, dng< N tel que Vn > ng, wu, > A.

On note :

lim u, =4+ ou wu, — +oo.
n—-+0o0o n—-+o0o

e On dit que la suite (uy), oy diverge (ou tend) vers —oo si tout intervalle du type | — 0o, A] contient

les termes u,, pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux.

En d’autres termes,
VA <0, dng € N tel que Vn > ng, u, < A.

On note :

lim %, =-00 ou wu, — —00.
n—4o00 n—4o0o

Dans les deux cas, on dit que (uy), oy & une limite infinie.

Etudier la convergence d’une suite, c’est déterminer si 'on est dans I'une de ces 4 configurations
suivantes :

® (un),cn converge (i.e. tend vers une limite finie),

o (Up),cy diverge vers +oo,

nen diverge vers —oo,

)
(un)y,
o (un)
(un)

® (Up),cy diverge et ne tend ni vers —oo, ni vers +o0.

Théoreme 3.10 : Théoréme de comparaison

Soient (un),cy €t (Vn),en deux suites réelles telles qu’a partir d’un certain rang p,

Yn>p, u, < vy,

Alors
(i) lim u,=+00 = lim v, =+o0.
n—+o0o n—+oo
(i) lim v,=-00 = lim wu, = —o0.
n—+o0o n—+oo

Démonstration. (i) On suppose que lim wu, = +oo. Soit A > 0. Alors
n——+o0o
dng € N tel que Vn > ng, u, > A.
Si on pose N = max (ng, p), alors Vn > N

A <u, <uv,.

Ce qui signifie lim v, = 4o0.
n—-+0o

(ii) La démonstration est similaire a (i).

12



3.6 Théoréme de la limite monotone

Théoreme 3.11 : Théoréeme de la limite monotone
Soit (un), ey une suite réelle. On a les implications suivantes :
(i) (un)y,
(un ),

Un

cn €st croissante et majorée = (up) nen €st convergente.

cn est croissante et non majorée = lim wu, = 4o00.
n—-+o0o

(ii) (wn),cn est décroissante et minorée = (uy), cy €st convergente.

(un),, cn est décroissante et non minorée = lim w, = —oo.
n—+o00

Démonstration. (i) Distinguons le cas d’une suite croissante majorée et non majorée.

e Soit (un),cn une suite croissante et majorée. On va montrer que (uy), cy converge.

D’apres le théoreme toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure finie. Si
lensemble {u,,, n € N} est majoré, il admet une borne supérieure finie : notons-la I.

Puisque [ est le plus petit des majorants, pour € > 0, [ — ¢ n’est pas un majorant de (uy),, oy donc
dNeN, [—e<uy.
La propriété de croissance donne alors pour n > N, u,, > uy. Ainsi
n>N, l—e<uy<u,<Il<l+e.
On retrouve la définition de la convergence de (uy), cy vers [, a savoir

Ve >0, IN €NtelqueVn >N, |u,—1I]<e.

e Soit (un),cy Une suite croissante et non majorée. On va montrer que (u,),y diverge vers +oc.
(Un),en n'est pas majorée, donc pour A > 0, AN € N tel que uy > A. Comme (uy),cy est croissante,
ona

VA >0, dN e Ntel queVn> N, wu,>uy > A
On retrouve bien la définition de la divergence vers +o0 de (), -

(i) Sila suite (up), o est décroissante, on applique ce qui précede a la suite croissante (—up),,cx-

Exemple 11. Etudier la convergence de la suite (Un)pen définie par

"1
Uy = kz:% ik
Solution.
Exemple 12. On pose ug = 2 et pour tout n € N,
Un,
Un4+1 = m

Montrer que la suite (uy), oy positive. En déduire qu’elle converge.

Solution.
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3.7 Suites adjacentes

Définition 3.12 : Suites adjacentes

Soient (un),cn €t (Vn),cn deux suites réelles. On dit que (uy),cy €t (vn), oy sont adjacentes si :
(i) (un), ey est croissante,
(ii) (vn)pen est décroissante,

(iii) nll)I_iI_loo (v, — up) = 0.

Théoréme 3.13 : Limite de suites adjacentes

Soient (un),cn €t (Vn) ey deux suites réelles adjacentes. Alors Vn € N, u, < v, et les deux suites tendent
vers une méme limite [ € R.

Démonstration. Montrons que Vn € N, u,, < v,.
On étudie la monotonie de la suite (v, — “n)neN- Notons z,, = v, — u,. Alors

VneN, Zpp—xn= (Un—‘rl - un+1) - (Un - un) .
D’apres les hypotheses (i) et (ii), pour tout n € N, —up41 < —uyp, et v < vp,
(anrl - UnJrl) - (Un - un) < (Un - un) - (Un - un) =0 & Tpy1—x, <0.

La suite (2n),cny = (Vn — Un) ey est donc décroissante et tend vers 0 (d’apres (iii)), donc (v, — un),, oy €st a
termes positifs.
VneN, wu, <uv,.

Montrons que lim wu, = lim wv,.
n—-+o0o n—-+o0o

Comme (un)nGN est croissante et (vn)nGN est décroissante,
VneN, wuy<u, <uv, <uvg.

(Un)pen €St croissante et majorée par vy et (v,),cy est décroissante et minorée par wug, donc d’apres le
théoréme de la limite monotone, les deux suites convergent. Ainsi d’apres ’hypothese (iii),

lim u, = lim wv,.
n—-+o0o n—-+o0o

O

Exemple 13. Soient a, b deux réels strictement positifs tels que a < b. On considére les suites (up),cy €t
(Un)pen définies par ug = a, vo = b et

Upn4+1 = 4/UnUn
Up + U
Un+1 = 9

Montrer que les deuz suites (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes. En déduire qu’elles convergent vers la méme
limite. Cette limite s’appelle la moyenne arithmético-géométrique de a et b.

Solution.
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4 Suites usuelles
4.1 Suites arithmétiques
Définition 4.1 : Suite arithmétique
Soient (uy,), ¢y une suite réelle et 7 un réel. On dit que (uy, ),y est arithmétique de parametre r si

VneN, Upy1 =uy+r.

Proposition 4.2 : Terme général d’une suite arithmétique

Soit (un), ey une suite arithmétique réelle de parametre r. Alors :

YneN, wu,=ug+rn.

Démonstration. Démonstration par récurrence a faire en exercice. OJ

Exemple 14. Une suite arithmétique a pour termes uio = 37 et ug = 7. Déterminer sa raison et son premier
terme ug.

Solution.

Théoréme 4.3 : Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique

Soit (), ey une suite arithmétique réelle de parametre r. Alors :

- n+1
Vn € N, Zuk = ——— (ug +uy) .
2
k=0
Démonstration. Démonstration par récurrence a faire en exercice. O

4.2 Suites géométriques
Définition 4.4 : Suite géométrique
Soient (un,), ¢y une suite réelle et ¢ un réel. On dit que (uy),, oy est géométrique de parametre ¢ si

VneN, upt1 = quy.

Proposition 4.5 : Terme général d’une suite géométrique

Soit (un), ey une suite géométrique réelle de parametre . Alors :

YneN, u,=mugq".

Démonstration. Démonstration par récurrence a faire en exercice. O

1
Exemple 15. On pose u1 = 3 et pour tout n € N,

n+1

Unp+1 = W Uy -

. fp Un, . o P . . .
Montrer que la suite définie par v, = — est géométrique et déterminer [’expression de u, en fonction de n.
n
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Solution.

Théoréme 4.6 : Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique

Soit (uy), ey une suite géométrique réelle de parametre g. Alors :

1— n+1
n .
ug ————  si 1
Vn € N, Zuk: 071 ¢ a7 L
k=0 up(n+1) sig=1.
Démonstration. Démonstration par récurrence a faire en exercice. O

4.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 4.7 : Suite arithmético-géométrique

Soient (), une suite réelle, ¢ et r deux réels. On dit que (u,),cy est arithmético-géométrique de
parametres (g, ) si
Yn €N, Upt1 =qu,+ 7.

Définition 4.8 : Equation caractéristique

Soit (un),cy une suite arithmético-géométrique de parametres (g, 7) avec ¢ # 1. Son équation caracté-
ristique est définie comme étant I’équation d’inconnue z € R :

T=qx+r.

,
On note A la solution de cette équation caractéristique. On remarque que A = 1—a
—q

Proposition 4.9 : Terme général d’une suite arithmético-géométrique
Soit (un), ey une suite arithmético-géométrique réelle de parametres (¢, r) avec g # 1. Alors :

r
_q‘

YneN, wu,=(u —A) ¢+ avec)\:1

Démonstration. On remarque que
Unt1 — A=qup+7 = A= (qup+7) — (gA+7) =q (up — ).

On définit alors la suite (vy,),, oy PAr
VneN, v,=u,—A\

La suite (vy,),cy est donc une suite géométrique de raison ¢. On a donc

vneN, wv,=uvyq",

VneN, wu,=(up—A) q¢"+ A\
O

Exemple 16. Déterminer en fonction de ses parametres la nature et, le cas échéant, la limite d’une suite
arithmético-géométrique.

Solution.
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4.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 4.10 : Suite récurrente linéaire d’ordre 2

Soient (un),,cy une suite réelle, a et b deux réels. On dit que (uy), oy est récurrente linéaire d’ordre 2
de parametres (a,b) si
Vn €N, Upyo=atupy1 + buy.

Définition 4.11 : Equation caractéristique

Soit (un), ey une suite récurrente linéaire d’ordre 2 de parametres (a,b). Son équation caractéristique
est définie comme étant I’équation d’inconnue x € R :

22 —ar—b=0.

Proposition 4.12 : Terme général d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2

Soit (), ey une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
) —
(k%) : * —ax — b=0.

Alors deux configurations différentes sont possibles :

(i) Si (+*) possede deux solutions réelles x1 et a9, alors 3 (), 1) € R? tel que

VneN, wu, =Xzl + pxs.
(i) Si (**) possede une unique solution réelle xg = %, alors 3 (A, p) € R? tel que

VneN, wu,=(An+p) xg.

Démonstration. La démonstration sera faite dans le chapitre Compléments sur les espaces vectoriels. OJ
Exemple 17. Déterminer le terme général de la suite (uy), oy définie par ug =1, uy =2 et
VneN, uUpio=2Upt1 — Un.
Solution.
Exemple 18. Déterminer le terme général de la suite (uy), oy définie par par ug =2, u; =1 et
Vn €N, upto =3upt1 — 2Uy.

Solution.
4.5 Limites classiques

Propriété 4.13 : Limite d’une puissance

Soit a un réel strictement positif. On a les propositions suivantes :

lim n* =400 et lim — =0.
n—+o0 n—+oo N

17



Propriété 4.14 : Limite d’une suite géométrique
Soit ¢ un réel. On a les propositions suivantes :

(i) si|q] < 1, alors lim ¢" =0,
n—+00

(ii) si ¢ > 1, alors lim ¢" = +o0,
n—-+00

—+00

)
)

(iii) si ¢ =1, alors lim ¢" =1,
)

(iv) si ¢ < —1, alors la suite (¢"),,cy diverge et ne possede pas de limite finie ou infinie.

4.6 Croissances comparées

Proposition 4.15 : Régle de D’Alembert (hors programme)

Soient (up),cy une suite réelle a termes strictement positifs et A € R,.. On suppose que

. Un4-1
lim — =\
n—+00 Uy

Alors :
(i) si A <1, ngrfwun =0,
(ii) si A > 1, Erfwun = +o00.

n

Démonstration. L’idée de la démonstration est de voir que pour n grand,
Unt1 R AUy

On retrouve alors une suite géométrique et la différenciation des limites s’en déduit. O

n
Exemple 19. Déterminer lim —.
n—+oo n

Solution.

Propriété 4.16 : Croissances comparées
Soient a et b deux réels strictement positifs et ¢ > 1. On a les propositions suivantes :

(i) lim M:O.

n—-+oo na

(i) lim — =0.
n—+oo g™

(i) lim_ qj = 0.
|

(iv) lim o

n—+oo N

Démonstration. Les points (ii), (iii) et (iv) peuvent se déduire de la proposition précédente. Le point (i) est
admis. 0

a

En particulier pour ¢ = e dans (ii), on a lim — =0.
n—-+oo en
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