ECGI1 TD n°17 : Séries numériques

Exercice 1. Télescopage
1. Pour k& > 2 on définit
1 k+1
nl 2=
k

In(k)In(k + 1)

Up =

Déterminer la nature de la série g uy, et, en cas de convergence, calculer sa somme.
k>2
2. Soit (a,) une suite convergente de limite a.
Montrer que la série E (ant2 — 2an+1 + ap,) converge et déterminer sa somme.
n>=0
Exercice 2. Séries de référence

1. Montrer que les séries suivantes convergent et déterminer leur somme :

2 k
(@) Y (—1)fke* (b) Z3k2,f1 (c) ijj

E>1 k>1 )

2. Soient p et ¢ sont deux réels de l'intervalle ]0, 1] tels que p+¢ = 1. Justifier la convergence puis calculer et simplifier
la somme des séries :

(a) Z <quf1 +qpk71) (b) Z (qu71)2 () Zk 2pg"

1
k>2 k>1 k>1 T4

Exercice 3. Critére de comparaison par équivalence

Donner la nature de la série de terme général u; dans chacun des cas suivants :

k2 -1 1 2k — 1
1. u, = 2. e — 3. = /K3 — Vi3 4. N
T R/ e i N EET

Exercice 4. Critere de comparaison par négligeabilité

Donner la nature de la série de terme général u; dans chacun des cas suivants :

1 kS 9 1 3 Ink
. U = —¢ .U = U = —F#—=
ek VEInk kVEk
Exercice 5. Critere de comparaison par inégalité
Donner la nature de la série de terme général u; dans chacun des cas suivants :
5 1
1. = — 2. .
YT gk Ik Uk = ok ek
Exercice 6. Utilisation des développements limités
Donner la nature de la série de terme général u; dans chacun des cas suivants :
™ e% —+ e‘% 2
1.u:cos(7) 2. up = -1 3. upy=eF—1-2
g k g 2 i k
1 1 1
4. up =1+ — —cos| — 5. up =ksin | — | — 1.

Exercice 7. Terme général défini par une intégrale

1
Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Montrer que la série de terme général — / t" f(t)dt est convergente.
nJo



Exercice 8. Somme des termes d’une suite récurrente

Soit @ un élément de ]0, 1] et (u,,) la suite définie par :

upg = a
VneN, upyr = uy, —u2

—_

. Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

[NV}

. Montrer que la série g u? est convergente et déterminer sa somme.
n=0

w

. U .
. Montrer que la série E ln(nﬂ) est divergente.
Un
n>0

4. Quelle est la nature de la série Z Up 7
n=0

Exercice 9. Utilisation d’une série télescopique

Soit a un réel strictement positif.

n!
Pour tout n € N, on pose :  u,(a) = —

[Ta+k

k=0
1. (a) Montrer que la suite (u,(a))nen est monotone et convergente.
On note () la limite de la suite (un())nen-
(b) Que peut-on en déduire de la série de terme général (u, () — wpy1())?

(¢) On suppose que ¢(«) est non nulle.

1
Démontrer que :  up (@) — upy1(c) ~ ()
n—-400 n

(d) Déduire de ce qui précede que ¢(a) = 0.
2. On suppose que « €10, 1].

(a) Démontrer par récurrence que :

1
Vn eN, >
n un Q) > ——
(b) Quelle est la nature de la série de terme général u,,(a) ?
Exercice 10. Reste d’une série convergente
On considere I'application réelle f : x +— z3 e®.
1 =1
1. Montrer que la série converge. On note désormais S = —_—.
2 7o) 2 7o
2. Montrer que
SN 1
Yn e N*, |S — < .
" ,; fk)| = (e=1en

3. En déduire un programme Python qui calcule une valeur approchée de S & 10~ pres.

Exercice 11. Constante d’Euler-Mascheroni

wy, = (Z 1) —In(n).

k=1

On note pour tout n > 1,

=

1
1. Rappeler un développement limité d’ordre 2 en 0 de In(1 + z) et 52
x

2. Montrer alors que
1

w 1 — W ~ ——F.

3. Montrer que la série de terme général (w, 11 — wy,) converge, puis que la suite (w,,) converge.



