ECG1 TD n°4 : Suites réelles

Exercice 1. Encadrements
On consideére les intervalles I = [2,5] et J = [4,20]. Soit z € I et y € J. A quels intervalles appartiennent les nombres
suivants 7

a=x+3y b=2y—4x c=uzxy d==.
T

Exercice 2. Valeur absolue
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
1. 22 -3| =1
2. |22+ 2+ 1| = |z
3. |—xz+5/<3
4. |z —4] <[22+ 1|
5. 2 + 22 —1|+3<0

Exercice 3. Maximum
Vérifier que pour tout (x,y) € R?,

Exercice 4. Partie entiére

1. Montrer que Vz € R,

2. Montrer que Vz € R,

3. Comparer |z] et |—z] pour z € R.

Exercice 5. Sens de variation de suites
Etudier le sens de variation des suites définies par :

"1 e2n In(n) ) 2 (—1)
un:<z2k —noowm=gr wn=— m el ”“"":Zkﬂ

k=0

Exercice 6. Nature des suites
Déterminer, si elle existe, la limite des suites suivantes :

sin(n) + 3 cos (n?)

1. u, = NG
5 2n + (—1)"
Uy =
5n 4 (—1)nt+t
3. u, n3 + 5n

T+ sin(n) + Iln(n)

4. un:\/n2+n+1f\/n2+1
on _ gn
2m 4 3n

6. u, = 3" 3",

5. Uy =

Exercice 7. Factorielles

1. Montrer que

2. En déduire la limite de



Exercice 8. Vrai ou faux
1. Est-il vrai que : |u,| — || <= u, —1 ?

2. Trouver des suites réelles (u,,) vérifiant :

(a) (up) est bornée mais ne converge pas.
Uy, ) est strictement croissante et majorée.

(b) (
(¢) (un) n’a pas de limite et (1/u,) converge.
(d) (un) et (vn) divergent et (up + vy) (vesp. (unvy)) converge.
(e) (uy) est croissante majorée par M et ne converge pas vers M.
(f) (un) admet comme limite +o00 et n’est pas croissante & partir d’un certain rang.

Exercice 9. Croissances comparées
1. Soit (uy) une suite de réels positifs telle qu’il existe un réel A €]0, 1] et un entier ng tels que :

Vn 2 no, Unt1 < AMip

Montrer que (u,) converge vers 0.
n

2. Pour tout entier naturel n, on pose u,, = —y avecw S ]1, +oo[ fixé.
n!
Un+1 < 1

(a) Montrer qu’il existe un rang ng tel que :  Vn > ng, <3
Unp

(b) En déduire la limite de la suite (uy,).

(¢) Que peut-on dire quand = n’appartient pas & |1, 400 ?

Exercice 10. Utilisation d’une suite géométrique

On considere la suite (uy), cy. définie par
2

2 «
ulzg et VTI,EN, Un+1:§un+w

On définit la suite (v,),, oy~ par :

*
Vn € N¥, vn:un—kg—n
1. Montrer que (vy,), - €st une suite géométrique. Donner son premier terme et sa raison

2. Calculer u,, en fonction de n.

Exercice 11. Suite arithmético-géométrique
On considere la suite (u,,) définie par :

| W

1
VneN, u,p1 = —§un -

Exprimer wu,, en fonction de n, puis déterminer la limite de la suite (uy), si elle existe.

Exercice 12. Suite récurrente linéaire d’ordre 2

On considere la suite définie par ug =2, uy = —4 et :

1
VneN, uppo =upt1 — zun

Exprimer w,, en fonction de n, puis déterminer la limite de la suite (u,,), si elle existe.

Exercice 13. Suite récurrente d’ordre 2
s . o 1 e
On considere la suite définie par ug = 2 U = 3 et

3
un+1

VneN, Upto = 2 .
U

n

1. Justifier que la suite (u,), cy est bien définie ainsi que la suite (vy,),, oy définie par

vp, = In (2uy,) .

2. Donner le terme général de la suite (uy),,cy-



Exercice 14. Suites intriquées

Soient u et v les deux suites définies pour tout n > 0 par :
1 1
Uptl = 3 (2uy, + vp) et Uptl = 3 (Up, + 2vy,)

1. On pose t, = u, — vy, €t S, = Uy + V.
Exprimer ¢,, (respectivement s,,) en fonction de n et to (respectivement sg).
2. En déduire ’expression de u,, et de v, en fonction de n, ug et vg.

3. Etudier la convergence des suites (uy,) et (vy,).

Exercice 15. Suites adjacentes

" (1)

Soit (Sn),cn- définie par = Sy =
k=1

1. Montrer que (Sa,,) et (Sa2p+1) sont deux suites adjacentes. Que peut-on en déduire ?
2. En déduire que (S,,) converge et donner un encadrement de la limite.

3. Plus généralement, si (us,) et (uz,41) convergent, (u,) converge-t-elle ?

Exercice 16. Suite implicite
1. Démontrer que pour tout n € N*, I'équation 2™ +x —1 =0 admet une unique solution z,, dans |0, +o0o |[.
. Calculer x1 et xzo.
. Montrer que la suite (z,,) est majorée par 1.

2

3

4. Etudier la monotonie de la suite ().

5. Démontrer que (z,) converge vers un réel £ tel que 1 > ¢ > % .
6

. Montrer que ¢ = 1. On pourra supposer par I'absurde que (z,) converge vers £ €10, 1].

Exercice 17. Une étude classique
On considere la fonction f: R — R définie par :

23 +6x+1
flay = T

On définit la suite (u,) en posant ug = 0 et pour tout n € N, u,11 = f(un).

1
1. Montrer que ’équation f(z) = = posseéde une solution unique « sur l'intervalle [0, 2} .

2. Montrer que VneN, 0<u, <«
3. Déterminer la monotonie de la suite (uy,).

4. Etablir la convergence de la suite (up) et déterminer sa limite.

Exercice 18. EM Lyon 2011 voie ECE
On counsidere la fonction f définie sur |0, +oo[ par :

f(z) = (z +Inx)e

1. (a) Btablir: Va €]0,400[, Inz+ i >0
(b) Construire le tableau de variation de f, limites comprises.
(¢) Tracer lallure de C. On précisera la tangente au point d’abscisse 1.
2. On consideére la suite réelle (uy,)nen définie par ug = 2 et, pour tout n € N, up11 = f(uy).
(a) Montrer que, pour tout n € N, u,, existe et u, > 2.
(b) Etablir, par récurrence :  Vn €N, u, > e”

(c) Quelle est la limite de (uy,)nen lorsque 'entier n tend vers l'infini ?



Exercice 19. EM Lyon 1992 voie ECE
On considere la fonction f définie sur R par

rzsix>0

f(x):{OSix<0

On se propose d’étudier la suite réelle (u,,) définie par la donnée de son premier terme ug et la relation de récurrence

1
Vn € N, un+1=un+/ ft—uy,)dt
0

1. On suppose 0 < ug <1
(a) Montrer que la suite (u,) est croissante.
(b) Montrer que, si 0 < u,, <1, alors

Unp+1 = (1 + qu) .

N | =

En déduire que, pour tout n € N,
Uy < 1.

(¢) Montrer que la suite (u,) est convergente ; déterminer sa limite.

2. (a) On suppose ug < 0. Calculer u;. En déduire 'étude de la suite (uy).
(b) On suppose ug > 1. Calculer uq, puis u,, pour n € N. Que dire de la suite (uy,)?

3. Interprétation graphique.
On considere la fonction g définie sur R par

g(x):x—i—/o ft—2a)dt

(a) Calculer pour tout nombre réel z la valeur de g (z).
(b) Tracer le graphe de g.

(c) Représenter graphiquement les quatre premiers termes de la suite (u,) dans les cas suivants :

’LLO:—Q; U():O; U0:2.



