ECG1 Corrigé du TD Variables aléatoires a densité

Exercice 1. Exemple d’une densité nulle en dehors d’un segment

On considere la fonction f définie sur R par :

o= { e e

1. Déterminer le réel a pour que la fonction f soit une densité de probabilité.
[ est continue sur R\ {0,2}. De plus, f est positive sur R si a > 0. Comme f est nulle en dehors de [0,2], on a

/:Of(t)dt:/OQf(t)dt:a/:t(Q—t)dt:a[tQ—i]j_O:a(zl—2) :%a.

/+Oof(t)dt:4a:1 & a=

— 00

Ainsi

A~ s

On en conclut que f est une densité de probabilité si et seulement si a =

2. On note X une variable aléatoire de densité f.
Déterminer la fonction de répartition de X.
f est définie par morceauz, donc Fx également.

— Six <0, alors

FX(Q;):/_Q' Ftydt =o.

— Siz €]0,2], alors

Fx(m)Z/_;f(t)dtz/_Ooof(t)dt—i—/omf(t)dt:O—i—i/omt(2—t)dt:i [#—5]1023202(1—9.

— Six > 2, alors
x 0 2 x
Fx(x)z/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt+/ Ft)dt=0+14+0=1.
o oo 0 2

Pour conclure, on a donc pour r € R

0, stx <0,
3 2

Fx(x) = % (1 _ g) siz € 0,2,
1, st x> 2.

3. Calculer P(X > 1/2).

P(X >1/2)=1-P(X <1/2) =1- Fx <;>116<16>13232.

4. X a-t-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
t > tf(t) est nulle en dehors de [0,2] et est continue sur [0,2], donc X admet une espérance. On a

2
E(X):/;tf(t)dt:i/jﬂ@—t)dt:i[223—21] :i(136—4>:1.
t=0

5. X a-t-elle une variance ? Si oui, la calculer.
t > t2f(t) est nulle en dehors de [0,2] et est continue sur [0,2], donc X admet un moment d’ordre 2, ainsi X admet

une variance. On a
2 2 4 512
3 3 [2¢ t 3 32 6
EX* = [ ¢ tdt:f/t32—tdt:f - = (8-=) ==,
o) = [ e i) re-ne=315 -5 =3(s-%F)=3

D’apres la formule de Koenig-Huygens, on peut donc conclure

V(X)=E(X?) - B(X)?= g —1= %



Exercice 2. Loi de Pareto

Soit A un réel strictement positif.

- sit>1
On considere la fonction f définie sur R par :  f(t) = t ! -
0 sinon

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
f est continue sur R\ {1}. De plus, f est positive sur R. Comme [ est nulle en dehors de [1,400[, on reconnait
alors une intégrale de Riemann convergente car A+ 1 >1

+o00 +o00 +oo 1 1
f(t)dt:/ F(#)dt = )\/ ooty
/—oo 1 1 t/\+1 A

On en conclut que f est une densité de probabilité.
2. On note X une variable aléatoire de densité f.

Déterminer la fonction de répartition de X.

f est définie par morceauzx, donc Fx également.

— Six <1, alors

FX(m):/_x F(#)dt = 0.

— Six>1, alors

x 1 T T x
FX(:c):[wf(t)dt:[mf(t)dt+/l f(t)dt:OJr)\/l tilth{AH :173%.

Pour conclure, on a donc pour x € R

0, st <1,

1
1—— x> 1.
e St x>

3. X a-t-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
t > tf(t) est nulle en dehors de [1,+00| et est continue sur [1,4+00[. On a

+oo +oo 1
/ [tf(t)|dt = )\/ o dt.
—o00 1

D’apres le critére de Riemann, cette intégrale converge si et seulement si X > 1. Ainsi X admet une espérance si et
seulement si A > 1 et dans ce cas

4. X a-t-elle une variance ? Si oui, la calculer.
t > t2f(t) est nulle en dehors de [1,+00[ et est continue sur [1,+o00[. On a

+oo ) too

— 00

D’aprés le critére de Riemann, cette intégrale converge si et seulement si A — 1 > 1. Ainsi X admet un moment
d’ordre 2 (et une variance) si et seulement si X > 2 et dans ce cas

d’apres la formule de Koenig-Huygens, on a alors

Lo (2 )2:A(<A—1>2—A<A—2>) )

V(X):E(XQ)—E(X)Q:A72— - _

R | i e T ol
5. On pose Y = | X |. Déterminer la loi de Y.

On détermine le support de Y. Comme X () = [1, +o00[, alors Y (2) = N*. Soit k € N*, alors
1

P(Y=k)=P(|X|=k) =P(k<X <k+1) = Fx(k+1)—Fx (k) = (1_M)_<1_kﬂ> :Flfﬁ'



6. Pour quelles valeurs de A la variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?

Pour k € N*,
1 1 k 1\ kA A
KP(Y =k) =k [ — — _ 1oty g} L EA_A
(¥ =k) (l& (k+1)k> (l-c+1)/\<<+k> )mkkk 2

Or d’aprés le critere de Riemann (pour les séries) Z — converge si et seulement si A > 1. Ainsi
k>1

Y admet une espérance < A > 1.

Exercice 3. Variable aléatoire & valeurs dans [0, +00]

Soit X une variable aléatoire a densité f, de fonction de répartition F.
On fait les hypotheses suivantes : f est nulle sur | — oo, 0], f est continue et strictement positive sur ]0, +oo.

1. Montrer que : Vz €R, P(X >z) > 0.

On a pour xz € R,
“+o00

P(X > 1) = / £(8) dt.

x

— Si x>0 alors comme f est strictement positive et continue sur [x,+oo[, on a

+oo

P(X > ) :/ F(t)dt >0,

T

— Sixz <0 alors
—+oo

P(X>x):/ f(t)dt:/Of(t)dt+/0+oof(t)dt:o+1:1>o.

x

1
2. Montrer que 'équation F'(z) = B admet une solution unique m sur 0, +o0o[. (m est alors appelé médiane de X).
0
Comme | est nulle sur | — 00, 0[, alors F(0) = / f(t)dt =0. De plus, F est dérivable sur R’ et siz >0, on a
F'(z) = f(x) > 0.

1
F est continue et strictement croissante de R'. dans 0, 1[. Comme 3 €10, 1[, alors d’apreés le théoréme de la bijection

1
monotone l’équation F(x) = 3 admet une solution unique m sur R’ .

Exercice 4. Loi uniforme : transfert
1. Soit X < U ([0,1]). Dans chacun des cas suivants, reconnaitre la loi de ¥ et donner sans calcul l'espérance de Y.
(a) Y=2X+1
Soit x € R, on sait que
0, st x <0,
Fx(z)=(x, sizel0,1],
1, stx > 1.

Déterminons Fy la fonction de répartition de Y. On remarque que Y () = [1, 3]. Soit x € R,

Fy(x) = PY <z)=PR2X+1<z)=P2X<z-1)
- r(vet) ()
2 2
0, si &1 <0, 0, siz<l,
= xT_l st 2=t e0,1], = xT_l six € [1,3],
1, si 252 > 1. 1, six > 3.

On reconnait la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [1,3]. La fonction de répartition caractérisant
la loi, on a Y — U ([1, 3]).
On peut aussi utiliser la transformation affine de variables aléatoires uniformes en écrivant aveca =1 < b =3

XU((0,1]) < Y=0B-DX+1=U(13]).

Donc E(Y) = 2.



(b) Y = —2X +1

Déterminons Fy la fonction de répartition de Y. On remarque que Y (2) = [—1,1]. Soit x € R,
Fy(x) = PY<z)=P-2X+1<z)=P(-2X<z-1)
1—2z 1—=x
(e ()
1-0, si 5% <0, 1, six>1,
= 1—1_Tz, st 152 €0,1], = Zj, six e [—1,1],
1-1, si 552 > 1. 0, sixz < —1.

On reconnait la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [—1,1]. La fonction de répartition caractérisant
la loi, on a Y < U ([-1,1]) et E(Y) = 0.

(c) Y=-InX
Déterminons Fy la fonction de répartition de Y. On remarque que Y (2) = Ry. Soit x € R,

Fy(z) = PY<z)=P(-lnX <z)=PInX > —zx)
]P’(XZe*””)zl—FX (e*w)
1-0, ste™™® <0, _ .
_ . 1—e™® sixz >0,
= l—e™® sie®e€[0,1], = i
. 0, stx <O.
1—-1, ste™™ > 1.

On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre 1. La fonction de répartition
caractérisant la loi, on a Y — £ (1) et E(Y) =1.

() Y = |X 05

1
Déterminons Fy la fonction de répartition de Y. On remarque que Y(Q) = |0, 2} donc st x < 0 alors
1 1
Fy(x)=0¢etsiz> 3 alors Fy (x) = 1. Soit x € [0, 2],

Fy(z) = PY<z)=P(|X-05|<2)=P(—z<X-05<zx)
= P(—z+05<X<2+405)=Fx(z+0,5)— Fx (—x+0,5)

1 1
= (x4+05)—(—2+0,5) eneffetx+0,5E¢€ [2, 1] et —x+05€ {O, 2]
= 2z
Pour résumer

0, stz <0,
Fy(z) = 2z, siz € [0,%],

2
1, sim>%.

1
On reconnait la fonction de répartition d’une loi uniforme sur {O, 2} . La fonction de répartition caractérisant

la loi, on aY%U({O,é]) et E(Y)= i

1+X>

2. Soit X - U (] —1,1]). On pose Y =In 1
(a) Expliciter la fonction de répartition de Y.
Déterminons Fy la fonction de répartition de Y. On rappelle que pour x € R

0, six < —1,
1
Fy(z) — x;r L sizel—1,1],
1, si x > 1.
Soit x € R
1+ X 1+ X
= <z)= < = <e”
Fy (z) P(Y < x) P(ln(l_X>_x) P(I—X_e)
= PAI4+X<(1-X)e") car(l-X)(Q)=]0,2]
(X(e®+1)<e®-1)




x

praney aprés étude (a faire), on remarque que g prend ses valeurs dans | —1,1].
e

On étudie la fonction g : x© —
Ainsi pour x € R

e’—1
e tl e —14(e"+1 er
FY(.’E) _ +1 _ ( ) _

2 2(e* +1) e’ +1

(b) En déduire que Y est une variable aléatoire & densité, puis donner une densité de Y.
Fy est continue et de classe C' sur R, donc Y est une variable aléatoire a densité. On a une densité fy deY
définie pour x € R par
e (e* +1) —e%e” e*
fy(x) = 2 = 2
(" +1) (e +1)

Exercice 5. Loi uniforme : partie entiére
1. Donner la loi de | X | lorsque X < U (] — 10,10[), puis lorsque X < U ([0, \/5])
Si X <= U (] —10,10]), on rappelle que pour x € R

0, st x < —10,
10
Fx(z) = %, si z €] — 10, 10],
1, stz > 10.

On pose Y = | X |, alors Y(2) = [-10,9], Y est donc une variable aléatoire finie. Soit k € [—10,9],

PY=k) = Pk<X<k+1)=Fx(k+1)— Fx(k)
k41410 k410 1
o 20 20  20°

Y = | X| suit donc une loi uniforme sur [—10,9].

Si X = U ([0,v2]), on rappelle que pour v € R

0, st x <0,
x
= —, st T € O,\/§,
Fx(x) 7 [0, v2]
1, six>2.
On pose Z = | X |, alors Z(2) = [0,1], Z est donc une variable aléatoire finie. On a
1
P(Z=0)=PO0< X <1)=Fx(1) - Fx(0) = —.
( ) =P0< ) = Fx(1) = Fx(0) 7

v2-1 V2-1

i Ainsi Z suit une loi de Bernoulli de paramétre

2. Soit n > 2 fixé. Déterminer la loi de Z = X — | X | lorsque X < U ([0, n]).
Si X — U ([0,n]), on rappelle que pour z € R

DoncP(Z=1)=1-P(Z=0) =

S

0, stx <O,
Fx(z) = %, six € 10,n],
1, siz>n
Comme pour x € R, 0 < x — |z]

< 1, ceci est donc vrai pour x € [0,n] alors Z(2) = [0,1[. Pour x < 0, on a
Fz(z) =0 et pour x > 1, on a Fz(z) =1.

De plus, si x € [0,1]

or

IA

vt X)] = Uk X <o)
k=0

[Xg:chLXJ} - [LXJ <X

Cette union est disjointe, on obtient donc

n—1

Fz(a:)ZP(k§X§z+k)iFX(xka)FX(k)i(erki) :i%:x.

n
k=0 k=0 k=0




Pour résumer, si x € R

0, st x <0,
Fz(z) = x, stz €0,1],
1, stx>1.

On reconnait la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0,1[. La fonction de répartition caractérisant la loi,
on a Z — U ([0,1]).

Exercice 6. Loi exponentielle : médiane

La variable X suit la loi exponentielle de parametre A, réel strictement positif.
Calculer la médiane de X. Comparer la médiane et 1’espérance de X.

Si X < E(N), alors sa fonction de répartition F' est définie par :

0, stx<0
F _ b b)
(@) {1 —e*’\% st x> 0.

1
La médiane est un réel m tel que F(m) = 7 Comme F est nulle sur | — 0o0,0[, m est nécessairement positif.

1
Fm)== & l-e™M=- & e_)‘m=§ & —dm=-In(2) & m=

In(2)
A

1 . ) . .
et son espérance est —. La médiane est donc toujours inférieure a l’espérance dans le

La médiane de X est égale a 3

cas d’une loi exponentielle.

Exercice 7. Loi exponentielle : utilisation comme outil de calcul

rxe ™ siz >0
0 siz <0

1. Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

On counsidere la fonction f définie sur R par :  f(z) = {

f est continue et positive sur R, en effet f est continue en 0 car xe™™ — 0. Comme f est nulle sur R_, on a
z—0

/;OO ft)dt = /;OO ft)dt = /;oo te” " dt.

/Jr(><> f(t)dt = /;w te~tdt = E(Y) = 1.

— 00

Ainsi siY — € (1), on reconnait

On en conclut que f est une densité de probabilité.

2. Montrer que X admet une espérance et une variance que l'on déterminera avec le moins de calculs possibles.

+oo
X admet une espérance si et seulement si / tf(t)dt converge absolument. Comme f est nulle sur R_, on a
—0o0
“+o0 “+o0 “+o0
/ tf(t)dt = / tf(t)dt = / t2e" dt.
oo 0 0

Ainsi siY — € (1), on reconnait

+oo +oo
/ tf(t)dt = / tPe tdt = E(Y?).
—o0 0

Or d’apres la formule de Koenig-Huygens, E (YQ) =V(Y)+EY)?=1+1=2. Ainsi X admet une espérance et

B(X)=2.

—+oo
X admet un moment d’ordre 2 (et une variance) si et seulement si / t2f(t) dt converge. Comme f est nulle sur

— 00

+oo +oo +oo
2 dt = 2 dt = 3 7td .
/ t2f(t) dt /0 t2f(t) dt /0 t3etdt

—0o0

R_, ona



A
Soit A > 0, on considére / t3et dt, puis on intégre par parties avec
0

u(t) =t> et U/ (t) = 3t%

Vt)=et et w(t)=—e".

u et v sont de classe C sur [0, A]

A A A
/0 tle~tdt = [—t3e_t]t:0+3/0 t?e~" dt.

En faisant tendre A vers 400, on obtient par croissance comparée
+oo +oo
/ t3e~tdt =3 / t?e~tdt =3 E(X) = 6.
0 0

Ainsi X admet un moment d’ordre 2 et donc une variance et (XQ) = 6. D’aprés la formule de Koenig-Huygens,

V(X)=E(X?) -E(X)’=6-22=2.

Exercice 8. Loi exponentielle et loi géométrique
La variable X suit la loi exponentielle de parametre .

1. Déterminer la loi de | X|.
On rappelle que

0, six <0
F — ) b
x(@) {1—6‘”, st x> 0.

X(Q) =Ry, ainsi | X]|(Q) =N. [ X] est donc une variable aléatoire discréte, soit k € N

P(|X|=k) = PEk<X<k+1)=Fx(k+1)—Fx(k)
_ (1 - efx(kﬂ)) -~ (1 _ eka)
Y (1- e—x)

CUNIEE

2. Déterminer la loi de | X | 4+ 1. La reconnaitre.
En déduire I'espérance et la variance de | X |.

D’aprés la question précédente, on a (| X] +1)(Q) =N*. Si k € N*, alors

P(X|+1=k) P([X|=k-1))
() (=)

(-1 e

Ainsi | X | +1 < G(p) avec p=1—e~*. Et donc

B 1 1= (1—6*)‘) e
E(LXJ+1)_1767>\ et V(IX]+1) = (1_6_)\)2 —(1_6_>\)27
ainsi 1 Y e
E(LXJ)_l_efA o et V(LXJ):(l—e_)‘)Q

3. Déterminer la fonction de répartition de Z = X — | X|.

Comme pour x € R, 0 < z — |z| < 1, alors Z(Q) = [0,1]. Pour x < 0, on a Fz(x) = 0 et pour x > 1, on a
Fz($) =1.

De plus, si x € [0,1]



or comme | X|(Q) =N

[ngﬂ)q} - [LXJ §X§9:+LXJ} :Do[kSXSerk].
k=0

On a d’aprés le théoréme de la limite monotone
Fyz(z)= lim P(U[k§X§m+k]>

n—-+oo
k=0

or lunion est disjointe

Fz(z) = lm Y P(k<X<az+k) = nEIEOOZFX(er k) — Fx (k)
k=0 k=0
n
= dm S (- - =)
ey ok
= nll)rfoo(l—e A )Z(e >‘)
k=0
—+oo
= (1 — e_)‘“) Z (e_’\) c’est une série géométrique convergente car ’e_’\‘ <1,
k=0
1—e M
T e

Pour résumer, si x € R

0, st x <0,
1_6—)\z ‘
Fz(z) = T oo SiTE [0,1],
—e
1, stx>1.

Exercice 9. Loi normale A (0,1) : valeur absolue

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (0, 1) et soit ¥ = | X|. Montrer que Y est une variable aléatoire
a densité, puis donner une densité de Y.
Comme X(2) =R, alors Y (2) =Ry. Siz <0, alors Fy(z) =0 et pour x € Ry

PY<a)=P(-z< X <z)=0(z)— d(—2x) =20(z) — 1.

Ainsi pour x € R

0, siz<0
F — b b
v (@) {2@(93) 1, siz>0.

Fy est continue et de classe Ct sur R*. Comme 20(0) — 1 =0, Fy est bien continue en 0. Ainsi Y est bien une variable
aléatoire o densité, dont une densité est fy (on pose ici fy(0) = 2¢(0))

0, st x <0,
frie) = {290(.%’), st x> 0.

Exercice 10. Loi normale N(0,1) : manipulation de la fonction ¢

La variable X suit la loi normale N(0,1).

Soit m un entier naturel fixé, supérieur ou égal a 2.

Pour quelle valeur du réel positif a la probabilité P(a < X < na) est-elle maximale ?

On commencera par exprimer cette probabilité a l'aide de la fonction ®, fonction de répartition de X.

Soit a > 0,
Pla < X < na) = ®(na) — ®(a).



On pose la fonction f définie pour a > 0 par
f(a) = ®(na) — ®(a).

f est dérivable sur Ry en tant que composée de fonctions dérivables sur Ry. Pour a > 0

S

na)? 1 % 1 W2 a?(n?2-1
(@) =np(na) —pla) = ——e™ 5 — =T = —e ¥ <n o )1>.

2(n2-1) a?(n? -1 21 21
ff(a)>0 & ne — = >1 < —7( 5 ) >—In(n) < a*< n;lEnI) & a< n2n£n1).
21
On note a* = n(n on en conclut que f est croissante sur [0,a*] et décroissante sur [a*,4oo[. f atteint donc sa

nz—-1’
valeur mazimale en f (a*).

Exercice 11. Loi normale N (m,c?)

T, température moyenne au mois de juillet & Strasbourg, suit la loi normale N(28,25).

1. Préciser une densité, ’espérance et la variance de T

Icip=28eto=>5

On a alors

2. Calculer P(25 < T < 32) avec la précision permise par la table de la loi normale centrée réduite du cours.
On calcule

T—-2 4
IP’(25<T<32):IP’(—3§T—28§4):P(—gg . 8g5)
T —28

)
"5

— N (0,1) ainsi

4 3
P(25<T<32):q><> —@(—5) —3(0,8) — 1+ ®(0,6) ~ 0,7881 — 1 +0,7257 ~ 0,5138.
3. De méme avec P(T < 23).

8 — N (0,1), on a

Puisque

T —28
IP’(T<23):IP’(T—28<—5):IP’(T—28<—5):IE”( - <—1> =®(—1)=1-®(1) ~1—0,8413 ~ 0, 1587.

Exercice 12. Lois normales : utilisation comme outil de calcul

1. En utilisant une loi normale bien choisie, montrer que pour a > 0 et m € R

—+oo
/ e~ oe=m) 4 = \/?
oo a

1 1
On considere X — N (m, 2), en effet dans ce cas py =met 0 = — et
a

V2a
1 (x —m)? Va

Vz € R; fX(x) = (pm,\/%(x) = EXp| ————=2 | = exp (_a(l‘ - m)2) :

&2 (L)) VT

Comme fx est une densité de probabilité, on a

+o0 400 +o0
/ fx(@)de=1 & / VO maae-m? gy 21 o / pmale—m)? g _ \/?
— 00 — 00 ﬁ —00 a



“+oo
2. En déduire la valeur de I = / e~ (@@ +b7+¢) 4y on fonction de a, b et ¢ (avec a > 0).

Ecrivons I sous la forme de 'intégrale précédente, on sait que

) , b ¢ b\ B ¢ b
ar"+br+c=alz*+ -2+ —-|=al|ll|lzo+—| ——+—-]|=allz+=—
a a 2a 4a®  a 2a

Notons A = b? — 4ac (bonne idée!), ainsi

2+b+ — +£ Q,A
axr X cC=a X % 4@2 .

Donc pour z € R

(—(aa® + bz + ) +b > b2 —dac o “ gc—i-b
— = — - - = ex _
exp (—(ax x+c exp | —a|(z+5 12 p

Or d’apres la question précédente avec m = 5 on a
—+o0
b )2 ™
e~o(v+95) qg = /L.
— 00 a

On en conclut que I converge et que

—+oo +oo 2 2
T —4ac
I = / ef(am2+bx+c) de = eﬁ / e—a(m—i-%) dr = \/>6b 4; —
—o0 —o0 a



